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चला, शिकूया.

•  पा्थागोरसचषे त्रिकुट •  समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 
•  भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् •  पा्थागोरसचषे प्रमषे्
•  पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचषे उप्ोजन •  अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

पायरागोरसचे  प्रमेय ः 
 काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.

D PQR मध ष्े Ð PQR = 90° 
l(PR)2 = l(PQ)2 + l(QR)2

हषेच आपण PR2 = PQ2 + QR2 असषे त्लहू.

पायरागोरसचे  शरिकुट ः
नैसत्ग्मक संख्ांच्ा त्रिकुटामध ष्े जर एका संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ाचं्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर 

त्ाला पा्थागोरसचषे  त्रिकुट महण्ता्त.

उदाहरणाथ्म ः ( 11, 60, 61 ) ्ा संख्ांच्ा त्रिकुटामध्षे,

  112 = 121,  602 = 3600,  612 = 3721  आत्ण  121 + 3600 = 3721
  ्ा त्ठकाणी मोठ्ा संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका आहषे.
  \ 11, 60, 61 हषे पा्थागोरसचषे  त्रिकुट आहषे.
  ्तसषेच (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (24, 25, 7) ही दषेखील पा्थागोरसची त्रिकुटषे  
  आहषे्त, हषे पड्ताळा.
  पा्थागोरसच्ा त्रिकुटां्तील संख्ा कोणत्ाही क्रमानषे त्लत्ह्ता ्षे्ता्त.

आकृती 2.1
P Q

R

D PQR च्ा PQ, QR व PR ्ा बाजूंच्ा लांबी अनुक्रमषे r, p आत्ण q ्ा अक्रांनी दाखत्वण्ाचाही संके्त आहषे. 
त्ानुसार, आकृ्ती 2.1 च्ा संदभा्म्त पा्थागोरसचषे प्रमषे् q2 = p2 + r2 असषेही त्लत्ह्ता ्षेईल.

2 पायरागोरसचे प्रमेय
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अशधक माशहतीसाठी ः
पायरागोरसची शरिकुटे शमळवणयाचे सूरि ः

  जर a, b, c ्ा नैसत्ग्मक संख्ा अस्तील आत्ण a > b, ्तर [(a2 + b2),(a2 - b2),(2ab)] हषे  
  पा्थागोरसचषे त्रिकुट अस्तषे.
     (a2 + b2)2 = a4 + 2a2b2 + b4  .......... (I)
   (a2 - b2)2 = a4 - 2a2b2 + b4  .......... (II)
        (2ab)2 = 4a2b2  .......... (III)
 \ (I), (II) व (III) वरून, (a2 + b2)2 = (a2 - b2)2 + (2ab)2

 \[(a2 + b2), (a2 - b2), (2ab)] हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे.
  हषे त्रिकुट, पा्थागोरसची वषेगवषेगळी त्रिकुटषे त्मळवण्ासाठी सरूि महणून वापर्ता ्षे्तषे.
  उदाहरणाथ्म,  a = 5 आत्ण b = 3 घषे्तल्ास, 
  a2 + b2 = 34, a2 - b2 = 16 आत्ण 2ab = 30.
  (34, 16, 30) हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे, हषे ्तुमही पड्ताळून पाहा.
  a आत्ण b साठी त्वत्वध नैसत्ग्मक संख्ा घषेऊन सरूिाच्ा आधारषे पा्थागोरसची 5 त्रिकुटषे ्त्ार  
  करा.

मागील इ्त्तषे्त आपण 30°- 60°- 90° आत्ण 45°- 45°- 90° हषे कोन असणाऱ्ा काटकोन त्रिकोणांचषे 
गुणधम्म  पात्हलषे आहषे्त. 
(I) कोनांची मापे 30°-60°-90°  असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म 
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 30° व 60° अस्तील, ्तर 30° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 

त्नममी अस्तषे व 60° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 3

2
 पट अस्तषे.

  आकृ्ती 2.2 पाहा. D LMN मध ष्े, Ð L = 30°, Ð N = 60°, Ð M = 90°

30°

60°90°
M

L

N
आकृती 2.2

\ 30° कोनासमोरील बाजू = MN = 1

2
 ´ LN

 60° कोनासमोरील बाजू = LM = 3

2
  ´ LN

 जर LN = 6 सषेमी ्तर MN व LM काढू.

 MN = 1

2
 ´ LN LM = 3

2
 ´ LN

  = 1

2
 ´ 6  = 3

2
  ´ 6

  = 3 सषेमी   = 3 3  सषेमी 
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(II) कोनांची मापे 45°-45°-90° असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 45° व 45° मापाचषे अस्तील ्तर काटकोन करणारी प्रत्षेक बाजू ही कणा्मच्ा  
      1

2
 पट अस्तषे .

आक्ृती 2.3 पाहा. D XYZ मध ष्े,  

 XY = 1

2
 ´ ZY 

 XZ = 1

2
 ´ ZY 

जर   ZY = 3 2  सषेमी ्तर XY आत्ण XZ काढू.

 XY = XZ = 1

2
 ´ 3 2

      \ XY = XZ = 3 सषेमी

पा्थागोरसचषे प्रमषे् इ्त्ता 7 वी मध ष्े क्षेरिफळाच्ा सहाय्ानषे अभ्ासलषे आहषे. त्ामध्षे आपण चार काटकोन 

त्रिकोण व एक चौरस ्ांच्ा क्षेरिफळांचा उप्ोग केला हो्ता. ्ाच प्रमषे्ाची त्सद्ध्ता आपण थोड्ा वषेगळ्ा 

प्रकारषेही दषेऊ शक्तो.

कृती ः

आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे दोन एकरूप काटकोन त्रिकोण घ्ा. त्ांच्ा कणाांच्ा लांबीएवढ्ा दोन भुजा 

असलषेला एक समद ्त्वभुज काटकोन त्रिकोण घ्ा. हषे ्तीन काटकोन त्रिकोण जोडून समलंब चौकोन ्त्ार करा.

समलंब चौकोनाचषे क्षेरिफळ = 1

2
 ´ (समा्ंतर बाजूंच्ा लांबीची बषेरीज) ´ उंची ; ्ा सरूिाचा उप्ोग करून 

त्ाचषे क्षेरिफळ त््तनही त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांच्ा बषेरजषेबरोबर त्लहून पा्थागोरसचषे प्रमषे् त्सद्ध करा.

आकृती 2.4

x

y

y

x

z

z

आकृती 2.3

45°

45°

Z

X Y
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शसद्धता ः D ADB आत्ण  D ABC मध्षे 
  Ð DAB @ Ð BAC ...(सामाईक कोन)
  Ð ADB @ Ð ABC ...(90° कोन)
  D ADB ~ D ABC ...(को को कसोटी)...(I)

्तसषेच, D BDC आत्ण  D ABC मध्षे
Ð BCD @ Ð ACB ...(सामाईक कोन)
Ð BDC @ Ð ABC ...(90° कोन) 
D BDC ~ D ABC ...(को को कसोटी)..(II)

आकृती 2.6

आकृती 2.5

A

B

D

C

´

´

R

P Q

S

जाणून घेऊया.

आ्ता आपण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता समरूप त्रिकोणांच्ा आधारषे दषेणार आहो्त.
ही त्सद्ध्ता दषेण्ासाठी आवश्क असणारषे काटकोन त्रिकोणाचषे समरूप्तषेसंबंधीचषे गुणधम्म अभ्ासू.

समरूपता  आशण  काटकोन शरिकोण (Similarity and right angled triangle)

प्रमेय  ः काटकोन शरिकोणात कणा्मवर टाकलेलया शिरोलंबामुळे जे शरिकोण तयार होतात ते मूळ काटकोन  
  शरिकोणािी व परसपरांिी समरूप असतात.
पक्  ः D ABC मध्षे Ð ABC = 90°,
  रषेख BD ^ रषेख AC,   A-D-C 
साधय  ः D ADB ~ D ABC
  D BDC ~ D ABC
  D ADB ~ D BDC

  \ D ADB ~ D BDC त्वधान (I) व (II) वरून ...(III)
  \ D ADB ~ D BDC ~ D ABC त्वधान (I), (II) व (III)  वरून..... सकं्रामक्ता

भशूमतीमधयाचे प्रमेय (Theorem of geometric mean) 

  काटकोन शरिकोणात, कणा्मवर काढलेला शिरोलंब, तया शिरोलंबामुळे होणाऱया कणा्मचया दोन भागांचा 
भूशमतीमधय असतो. 

शसद्धता ः काटकोन त्रिकोण PQR मध्षे रषेख QS ^ कण्म PR
  D QSR ~ D PSQ .......... (काटकोन त्रिकोणांची समरूप्ता)

                        \ 
QS

PS
=

SR

SQ
 

                        \ QS

PS
=

SR

QS

   QS2 = PS ´ SR
  \ त्शरोलंब QS हा रषेख PS आत्ण  रषेख SR ्ांचा ‘भूत्म्तीमध्’ आहषे.



34

आकृती 2.7

A

B C

D

आकृती 2.9आकृती 2.8

A

B C

P

Q R

पायरागोरसचे प्रमेय (Theorem of Pythagoras)

काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, ÐABC = 90°
साधय ः AC2 = AB2 + BC2

रचना ः त्बंदू B मधून बाजू AC वर रषेख BD
  लंब काढला. A-D-C
शसद्धता ः काटकोन D ABC मध्षे रषेख BD ^ कण्म AC ..... (रचना)
  \ D ABC ~ D ADB ~ D BDC ..... (काटकोन त्रिकोणाची समरूप्ता)
  D ABC ~ D ADB    ्तसषेच, D  ABC ~ D BDC

  \ AB
AD

 = BC
DB

 = AC
AB

 - संग्तभुजा     \ AB
BD

 = BC

DC
 = AC
BC

 - संग्तभुजा

  \ AB
AD

 = AC
AB

            \   BC

DC
 = AC
BC

  AB2 = AD ´ AC .......... (I)    BC2 = DC ´ AC .......... (II)
  (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून
       AB2 + BC2 =  AD ´ AC + DC ´ AC
     = AC (AD + DC)
     = AC ´ AC .......... (A-D-C)
  \ AB2 + BC2 =  AC2

  \ AC2 = AB2 + BC2

पायरागोरसचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of Pythagoras’ theorem)

एखाद्ा शरिकोणातील एका बाजूचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असेल, तर तो शरिकोण 
काटकोन शरिकोण असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, AC2 = AB2 + BC2

साधय ः Ð ABC = 90°
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रचना ः D PQR असा काढा की, AB = PQ, BC = QR , Ð PQR = 90°.   
शसद्धता ः D PQR मध्षे,  Ð Q = 90°
  PR2 = PQ2 + QR2 .......... (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ावरून)
     = AB2 + BC2 .......... (रचना) 
     = AC2  .......... (पक्) 
  \ PR2 = AC2, 
  \ PR  = AC  
  \ D ABC @ D PQR .......... (बाबाबा कसोटी)
  \ Ð ABC = Ð PQR = 90°
  

हे लक्ात ठेवूया.

(1) (a) समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 

D PQR मध ष्े Ð Q = 90° , रषेख QS ^ रषेख PR  
्षेथषे D PQR ~ D PSQ ~ D QSR अशा री्तीनषे 
आकृ्तीमध्षे ्त्ार होणारषे सव्म काटकोन त्रिकोण 
परसपरांशी समरूप अस्ता्त.

आकृती 2.10

 (b) भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् ः
  वरील आकृ्ती्त D PSQ ~ D QSR

   \ QS2 = PS ´ SR 
  \ रषेख QS हा रषेख PS व रषेख SR ्ा रषेषाखंडाचा भूत्म्तीमध् आहषे.

(2) पा्थागोरसचषे प्रमषे् ः 
 काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मचा वग्म हा इ्तर दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका अस्तो.

(3) पा्थागोरसच्ा  प्रमषे्ाचा  व्त्ास ः
 एखाद्ा त्रिकोणा्तील एका बाजूचा वग्म हा त्ा त्रिकोणाच्ा उरलषेल्ा दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा  
 बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर ्तो त्रिकोण काटकोन त्रिकोण अस्तो. 
 ्ात्शवा् आणखी एक गुणधम्म खूप उप्ोगी आहषे. ्तोही लक्ा्त ठषेवू्ा.
(4)  काटकोन त्रिकोणा्त एक बाजू कणा्मच्ा त्नममी असषेल ्तर त्ा बाजूच्ा समोरील कोन 30° अस्तो.
 हा गुणधम्म 30°-60°-90° प्रमषे्ाचा व्त्ास आहषे.

Q R

P

S
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 2.11 पाहा. D ABC मध ष्े Ð B= 90°, Ð A= 30°, AC=14 ्तर AB व BC काढा. 
उकल ः       D ABC मध्षे,

ÐB = 90°, ÐA = 30°, \ ÐC = 60° 
30°- 60°- 90° च्ा प्रमषे्ानुसार,

BC = 1

2
 ´ AC  AB = 3

2
 ´ AC

BC = 1

2
 ´ 14  AB = 3

2
 ´ 14

BC = 7    AB = 7 3

आकृती 2.11

उदा. (2) आकृ्ती 2.12 पाहा. D ABC मध ष्े रषेख AD ^ रषेख BC, Ð C = 45°, BD = 5 आत्ण 
  AC = 8 2 , ्तर AD आत्ण BC काढा.
उकल ः        D ADC मध ष्े, 

उदा. (3)  आकृ्ती 2.13 मध्षे Ð PQR = 90°, रषेख QN ^ रषेख PR, PN = 9, NR = 16 ्तर QN काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, रषेख QN ^ रषेख PR
  \ QN2 = PN ́  NR .... (भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)
  \  QN = PN NR´
     = 9 16´

     = 3 ´ 4
     = 12
 आकृती 2.13

A

B C

14

60°

30°

P 9

16

N

RQ

Ð ADC = 90°, Ð C = 45°, \ Ð DAC = 45°

AD = DC = 1

2
 ́  8 2  ... (45°-45°-90° च्ा प्रमषे्ानुसार)

\ DC = 8 \  AD = 8

BC = BD + DC

      = 5 + 8

      = 13आकृती 2.12

CB

A

D

8
2

5
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उदा. (4)  आकृ्ती 2.14 पाहा. D PQR मध ष्े Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR ्तर x, y, z च्ा त्कम्ती 
काढा.

उकल ः D PQR मध्षे, Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR

       QS = PS SR´  .......... (भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)

   = 10 8´

   = 5 2 8´ ´

   = 5 16´

   = 4 5

   \   x = 4 5 आकृती 2.14
RQ y

z

x
S

8

10

P

  ्ावरून,  x = 4 5 ,   y = 12, z = 6 5

उदा. (5)  काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त ्तर त्ा त्रिकोणाचा कण्म  काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, Ð Q = 90°

  D QSR मध्षे, Ð QSR = 90°
  \ QR2 = QS2 + SR2  

   = 4 5
2( )  + 82

   = 16 ´ 5 + 64
   = 80 + 64
    = 144
  \ QR = 12

  D PSQ मध ष्े, Ð QSP = 90°
           \ PQ2  = QS2 + PS2  

   = 4 5
2( )  + 102

   = 16 ´ 5 + 100
   = 80 + 100
   = 180
    = 36 ´ 5
 \ PQ = 6 5

      PR2 = PQ2 + QR2 (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार)
      = 92 + 122

      = 81 + 144
\ PR2 = 225
\ PR  = 15
त्रिकोणाचा कण्म = 15 सषेमी

आकृती 2.15

P

Q R
12

9
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उदा. (6)  D LMN मध्षे l = 5, m = 13, n = 12 ्तर D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे त्कंवा नाही ्तषे 
ठरवा. (l, m, n, ्ा अनुक्रमषे Ð L, Ð M आत्ण Ð N ्ांच्ा समोरील बाजू आहषे्त.)

उकल ः l = 5,  m = 13,  n = 12
  l2= 25,  m2 = 169,  n2 = 144
  \ m2 = l2 + n2

  \ पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाच्ा व्त्ासानुसार D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे.

उदा. (7)  आकृ्ती 2.16 पाहा. D ABC मध ष्े, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः  
  AB2 + CD2 = BD2 + AC2

उकल ः पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार D ADC मध्षे,
     AC2 = AD2 + CD2 
  \  AD2 = AC2 - CD2 ... (I)
   D ADB मध्षे,
     AB2 = AD2 + BD2 
  \ AD2 = AB2 - BD2 ... (II)
  \  AB2 - BD2  = AC2 - CD2 .......... [(I) आत्ण (II) वरून]
   \  AB2 + CD2 = AC2 + BD2

सरावसंच 2.1

1. खालील त्रिकुटांपैकी पा्थागोरसची त्रिकुटषे कोण्ती आहषे्त हषे सकारण त्लहा.
         (1) (3, 5, 4) (2) (4, 9, 12)  (3) (5, 12, 13)
 (4) (24, 70, 74) (5) (10, 24, 27) (6) (11, 60, 61)

आकृती 2.17

आकृती 2.18

2. आकृ्ती 2.17 मध्षे Ð MNP = 90°, 
 रषेख NQ ^ रषेख MP, MQ = 9, 
 QP = 4 ्तर NQ काढा.

P

Q M R

10

8

M

N P

Q

3. आक्ृती 2.18 मध ष्े Ð QPR = 90°,
 रषेख PM ^ रषेख QR आत्ण Q-M-R, 
 PM = 10, QM = 8 ्ावरून QR काढा.

आकृती 2.16

C

AB

D
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आकृती 2.19

4. आकृ्ती 2.19 मधील D PSR मध्षे त्दलषेल्ा  
 मात्ह्तीवरून RP आत्ण PS काढा.

5. आकृ्ती 2.20 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून AB  
 आत्ण BC काढण्ासाठी खालील क्ृती पूण्म  
 करा.

AB = BC ..........

\   Ð BAC = 

\ AB = BC =  ´ AC

  =  ´ 8

  =  ´ 2 2

  = 

S

R

P

6

30°

7. आकृ्ती 2.21 मध ष्े Ð DFE = 90°, 
 रषेख FG ̂  रषेख ED. जर GD = 8, FG = 12,  
 ्तर (1) EG  (2) FD आत्ण (3) EF काढा.

D

FE

G 8

12

P

R M Q

आकृती 2.21

आकृती 2.22

6. एका चौरसाचा कण्म 10 सषेमी आहषे ्तर त्ाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

8. एका आ््ताची लांबी 35 सषेमी व रुदंी 12 सषेमी आहषे ्तर त्ा आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

9«. आकृ्ती 2.22 मध्षे M हा बाजू QR चा मध्त्बंदू  
 आहषे. Ð PRQ = 90° असषेल ्तर त्सद्ध करा,
 PQ2 = 4PM2 - 3PR2

10«. रसत्ाच्ा दु्तफा्म असलषेल्ा इमार्तीच्ा त्भं्ती एकमषेकींना समा्ंतर आहषे्त. 5.8 मी लांबीच्ा त्शडीचषे एक  
 टोक रसत्ावर ठषेवलषे अस्ता त््तचषे वरचषे टोक पत्हल्ा इमार्तीच्ा 4 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त  
 टषेक्तषे. त्ाच त्ठकाणी त्शडी ठषेवून रसत्ाच्ा दुसऱ्ा बाजूस वळत्वल्ास त््तचषे वरचषे टोक दुसऱ्ा इमार्तीच्ा  
 4.2 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त ्षे्तषे, ्तर रसत्ाची रुंदी काढा.

आकृती 2.20

A

CB

8
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D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
c2 = (a-x)2 +  
c2 = a2 - 2ax + x2 +  .......... (I)
D ADC मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
b2 = p2 +  

p2 = b2 -  .......... (II)आकृती 2.23
D

A

CxB

p

a - x

bc

  (II) मधील p2 ची त्कंम्त, (I) मध ष्े ठषेवून,
   c2 = a2 - 2ax + x2 + b2 - x2

  \ c2 = a2 + b2 - 2ax
  \ AB2 = BC2+ AC2 - 2BC ´ DC

उदा.(2)   D ABC मध्षे, Ð ACB  हा त्वशालकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः

  AB2 = BC2 + AC2 + 2BC ´ CD

  समजा AD = p, AC = b, AB = c, 

  BC = a, DC = x मानू.

  DB = a + x  

  D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार,

    c2 = (a + x)2 + p2 

    c2 = a2 + 2ax + x2 + p2  .......... (I)
आकृती 2.24

A

B

c
b

x a

p

D C

जाणून घेऊया.

पायरागोरसचया प्रमेयाचे उपयोजन

पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ामध्षे काटकोन त्रिकोणाचा कण्म आत्ण काटकोन करणाऱ्ा बाजू ्ांचा परसपर संबंध 
महणजषेच काटकोनासमोरील बाजू आत्ण इ्तर दोन बाजूंमधील संबंध सांत्ग्तला आहषे.

त्रिकोणा्तील लघुकोनासमोरील बाजूचा इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध ्तसषेच त्वशालकोनासमोरील बाजूंचा 
इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानषे ठरत्व्ता ्षे्तो.हषे संबंध खालील उदाहरणां्तून समजनू घ्ा.

उदा.(1)  D ABC मध ष्े, Ð C  हा लघुकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC ्तर त्सद्ध करा ः
  AB2 = BC2 + AC2 - 2BC ´ DC 
  त्दलषेल्ा आकृ्तीमध्षे, AB = c,   AC = b,   AD = p,   BC = a,   DC = x मानू. 
  \ BD = a - x
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पक् ः D ABC मध ष्े M हा बाजू BC चा  
  मध्त्बंदू आहषे.
साधय ः AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

रचना ः रषेख AD ^ रषेख BC काढला.
आकृती 2.25

A

B CM D

शसद् धता ः जर रषेख AM हा रषेख BC ला लंब नसषेल, ्तर Ð AMB आत्ण Ð AMC ्ांपैकी एक त्वशालकोन  
  आत्ण दुसरा लघुकोन अस्तो.
  आक्ृतीमध्षे Ð AMB त्वशालकोन आत्ण Ð AMC हा लघुकोन आहषे.
  वरील उदाहरण (1) व उदाहरण (2) वरून,
  AB2 = AM2 + MB2 + 2BM ´ MD ..... (I)
  आत्ण AC2 = AM2 + MC2 - 2MC ´ MD
  \ AC2 = AM2 + MB2 - 2BM ´ MD ( BM = MC) ..........(II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
  AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

  जर रषेख AM ^ बाजू BC ्तर ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता ्तुमही त्लहा.
  ्ा उदाहरणावरून त्रिकोणाच्ा बाजू आत्ण मध्गा ्ांचा परसपरसंबंध समज्तो.
                ्ालाच ‘अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्’ महण्ता्त. 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा.(1)  D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे. PM = 9 आत्ण PQ2 + PR2 = 290, ्तर QR काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे.
  M हा रषेख QR चा मध्त्बंदू आहषे.

  ्तसषेच D ADC मध्षे,
    b2 = x2 + p2   
   \ p2 = b2 - x2   .......... (II)
  \ (I) मध्षे (II) मधील p2 ची त्कंम्त घालून,
    c2 = a2 + 2ax + x2 + b2 - x2

        = a2 + 2ax + b2

  \ AB2 = BC2+ AC2 + 2BC ´ CD

अपोलोशनयसचे प्रमेय (Appollonius’ Theorem)

 D ABC मधय,े शबंदू M हा बाजू BC चा मधयशबंदू असेल, तर AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2
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P

Q

9

RM

आकृती 2.26

आकृती 2.27

 QM = MR = 1

2
QR

PQ2 + PR2 = 2PM2 + 2QM2 (अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार)
 290 = 2 ´ 92 + 2QM2

 290 = 2 ´ 81 + 2QM2

 290 = 162 + 2QM2

      2QM2 = 290 - 162
      2QM2 = 128
        QM2 = 64
 QM = 8
\ QR = 2 ´ QM
   = 2 ´ 8
   = 16

उदा.(2)  समभुज चौकोनाच्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज त्ाच्ा कणाांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तकी अस्तषे, हषे त्सद्ध  
  करा.

पक् ः c PQRS हा समभुज चौकोन असून कण्म PR  
  आत्ण SQ एकमषेकांना T ्ा त्बंदू्त छषेद्ता्त.
साधय ः PS2 + SR2 + QR2 + PQ2 = PR2 + QS2 

P

Q

T

R

S

शसद्धता ः समभुज चौकोनाचषे कण्म परसपरांना दुभाग्ता्त.
  \ अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार,
  PQ2 + PS2 = 2PT2 + 2QT2 .......... (I) 
  QR2 + SR2 = 2RT2 + 2QT2 .......... (II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
   PQ2 + PS2 + QR2 + SR2 = 2(PT2 + RT2) + 4QT2

  \PS2 + SR2 + QR2 + PQ2  = 2(PT2 + PT2) + 4QT2 .......... (RT = PT)
   = 4PT2 + 4QT2

   = (2PT)2 + (2QT)2

   = PR2 + QS2

  (हषे उदाहरण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करूनही सोडत्व्ता ्षेईल.)
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सरावसंच 2.2

1. D PQR मध्षे, त्बंदू S हा बाजू QR चा मध्त्बंदू आहषे, जर PQ = 11, PR = 17, PS = 13 असषेल ्तर  
 QR ची लांबी काढा.
2. D ABC मध ष्े, AB = 10, AC = 7, BC = 9 ्तर त्बंदू C मधून बाजू AB वर काढलषेल्ा  
 मध्गषेची लांबी त्क्ती?

3. आकृ्ती 2.28 मध ष्े रषेख PS ही D PQR ची  
 मध्गा आहषे आत्ण PT ^ QR ्तर त्सद्ध करा,

 (1) PR2 = PS2 + QR ´ ST + QR
2

2








 
 (2) PQ2 = PS2 - QR ´ ST + QR

2

2








4. आक्ृती 2.29 मध ष्े, D ABC च्ा 
 बाजू BC चा त्बंदू M हा मध्त्बंदू आहषे.
 जर AB2 + AC2 = 290 सषेमी,
 AM = 8 सषेमी, ्तर BC काढा.

5«. आकृ्ती 2.30 मध्षे दाखत्वल्ानुसार T हा त्बंदू  
 आ््त PQRS च्ा अं्तभा्मगा्त आहषे, ्तर त्सद्ध  
 करा,  TS2 + TQ2 = TP2 + TR2

P

Q T RS

आकृती 2.28
A

B CM
आकृती 2.29

P Q

A B
T

RS
आकृती 2.30

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1. खालील बहुप्ा्म्ी प्रशनाचं्ा त्दलषेल्ा उत्तरांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) खालीलपैकी कोण्तषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे ?
  (A) (1, 5, 10)        (B) (3, 4, 5)         (C) (2, 2, 2)          (D) (5, 5, 2)
 (2) काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज 169 असषेल, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी  
  त्क्ती?
  (A) 15  (B) 13  (C) 5  (D) 12

(आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे A-T-B असा रषेख 
AB || बाजू SR काढा.)
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 (3) खालीलपैकी कोणत्ा ्तारखषे्तील संख्ा हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे?
  (A) 15/08/17  (B) 16/08/16 (C) 3/5/17 (D) 4/9/15 
 (4) बाजूंच्ा लांबी a, b, c असलषेल्ा त्रिकोणामध ष्े जर a2 + b2 = c2 असषेल ्तर ्तो कोणत्ा  
  प्रकारचा त्रिकोण असषेल?
  (A) त्वशालकोन त्रिकोण     (B) लघुकोन त्रिकोण    (C) काटकोन त्रिकोण     (D)समभुज त्रिकोण
 (5) एका चौरसाचा कण्म 10 2  सषेमी असल्ास त्ाची पररत्म्ती ............... असषेल.
  (A) 10 सषेमी  (B) 40 2  सषेमी  (C) 20 सषेमी (D) 40 सषेमी
 (6) एका काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मवरील त्शरोलंबामुळषे कणा्मचषे 4 सषेमी व 9 सषेमी लांबीचषे दोन भाग     
  हो्ता्त, ्तर त्ा त्शरोलंबाची लांबी त्क्ती? 
  (A) 9 सषेमी (B) 4 सषेमी  (C) 6 सषेमी  (D) 2 6  सषेमी
 (7) काटकोन त्रिकोणामध ष्े काटकोन करणाऱ्ा बाजू 24 सषेमी व 18 सषेमी अस्तील ्तर त्ाच्ा कणा्मची  
  लांबी ............... असषेल.
  (A) 24 सषेमी  (B) 30 सषेमी  (C) 15 सषेमी  (D) 18 सषेमी
 (8) D ABC मध्षे, AB = 6 3  सषेमी, AC = 12 सषेमी आत्ण BC = 6 सषेमी ्तर Ð A चषे माप  
  त्क्ती?
  (A) 30°  (B) 60° (C) 90° (D) 45°
2. खालील उदाहरणषे सोडवा. 

 (1) एका समभुज त्रिकोणाची बाजू 2a आहषे, ्तर त्ाची उंची काढा. 

 (2) 7 सषेमी, 24 सषेमी, 25 सषेमी बाजू असलषेला त्रिकोण काटकोन त्रिकोण होईल का? सकारण त्लहा.

 (3) आ््ताच्ा बाजू 11 सषेमी व 60 सषेमी अस्तील, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (4) एका काटकोन त्रिकोणामध्षे काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा  
  कणा्मची लांबी काढा.

 (5) समखविभुज काटकोन त्रिकोणाची बाजू x आहषे, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (6) D PQR मध्षे; PQ = 8 , QR = 5 , PR = 3 ; ्तर D PQR हा काटकोन त्रिकोण आहषे  
  का? असल्ास त्ाचा कोण्ता कोन काटकोन आहषे?

3. D RST मध्षे, Ð S = 90°, Ð T = 30°, RT = 12 सषेमी ्तर RS व ST काढा.

4. आ््ताचषे क्षेरिफळ 192 चौसषेमी असून त्ाची लांबी 16 सषेमी आहषे, ्तर आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

5«. एका समभुज त्रिकोणाची उंची 3  सषेमी आहषे, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

6. D ABC मध ष्े रषेख AP ही मध्गा आहषे. जर BC = 18, AB2 + AC2 = 260 ्तर AP काढा.
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7«. D ABC हा समभुज त्रिकोण आहे. पाया BC वर P त्िंदू असा आहे की PC = 1

3
 BC, जर AB = 6 सेमी  

 तर AP काढा.

8. आकृती 2.31 मधये, M-Q-R-N. त्दलेलया  
 मात्हतीवरून त्सद्ध कराः 
 PM = PN = 3  ´ a

9. त्सद्ध कराः समांतरभुज चौकोनाचया कणाांचया वराांची िेरीज ही तया चौकोनाचया िाजूंचया वराांचया  
 िेरजेिरोिर असते.

10. प्रणाली आत्ण प्रसाद एकाच त्िकाणावरून पूव्व आत्ण उततर त्दशेला सारखया वरेाने त्नघाले.दोन तासांनंतर  
 तयांचयामधील अंतर 15 2  त्कमी असेल तर तयांचा ताशी वेर काढा.

11«.  D ABC मधये Ð BAC = 90°, 
 रेख BL व रेख CM या D ABC चया  
  मधयरा आहेत, तर त्सद्ध करा ः 
 4(BL2 + CM2) = 5 BC2

12. एका समांतरभुज चौकोनाचया लरतचया दोन िाजूंचया वराांची िेरीज 130 चौसेमी असून तयाचया एका कणा्वची  
 लािंी 14 सेमी आहे तर तयाचया दुसऱया कणा्वची लांिी त्कती ?

13. D ABC मधये रेख AD ^ रेख BC आत्ण 
 DB = 3CD,  तर त्सद्ध करा ः
 2AB2 = 2AC2 + BC2    

आकृती 2.32
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B

C

M

L

आकृती 2.33

A

BC D

14«.  समद्विभुज त्रिकोणामधये एकरूप िाजूंची लािंी 13 सेमी असून तयाचा पाया 10 सेमी आहे, तर तया  
  त्रिकोणाचया मधयरासंपातापासून पायाचया समोरील त्शरोत्िंदूपयांतचे अंतर काढा.

आकृती 2.31
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a a



46

15. समलंब चौकोन ABCD मध्षे,
रषेख AB || रषेख DC
रषेख BD ^ रषेख AD,
रषेख AC ^ रषेख BC,
जर AD = 15,  BC = 15 आत्ण AB = 25
असषेल ्तर A(c  ABCD) त्क्ती?

P

Q
60° 60°

T RS

आकृती 2.34

15 15

A B

CD

25

17«.  रषेख PM ही D PQR ची मध्गा आहषे. जर PQ = 40, PR = 42 आत्ण PM = 29, ्तर QR काढा.

18. रषेख AM ही D ABC ची मध्गा आहषे. जर AB = 22, AC = 34, BC = 24, ्तर बाजू AM ची
लांबी काढा.

ICT Tools or Links

इंटरनषेटवरून ‘Story on the life of Pythagoras’ ची मात्ह्ती त्मळवा. Slide show ्त्ार करा.

rrr

16«.  आकृ्तीमध्षे D PQR हा समभुज त्रिकोण असून  
 त्बंदू S हा रषेख QR वर अशा प्रकारषे आहषे की,

QS = 1

3
 QR ्तर त्सद्ध करा;9 PS2 = 7 PQ2

आकृती 2.35


