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चला, शिकूया.

•  एका, दोन, ्तीन त्बंदूं्तून जाणारी व्तु्मळषे •  वृत्तछषेत्दका व सपत्श्मका
• सपश्मव्तु्मळषे • व्तु्मळकंस
• अं्तत्ल्मखख्त कोन व अं्तखांत्ड्त कंस • चक्री् चौकोन
• सपत्श्मका छषेत्दका कोनाचषे प्रमषे् • जीवांच्ा छषेदनांचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

व्तु्मळ ्ा आक्ृतीसंबंधीच्ा केंद्र, त्रिज्ा, व्ास, जीवा, अं्तभा्मग, बाह्यभाग ्ा संजांचा चांगला पररच् 
्ुतमहाला झाला आहषे. एकरूप व्तु्मळषे, समकेंद्री व्तु्मळषे व छषेदणारी व्तु्मळषे ्ा संजा आठवा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे आत्ण गुणधम्म आठवून त्लहा.
(1)  व्तु्मळकेंद्रा्तून जीवषेवर काढलषेला लंब  
(2) 
(3) 
 हषे गुणधम्म वापरून प्रशन सोडवा.

C

D EF

आकृती 3.1

कृती I ः  सोब्तच्ा आकृ्ती्त केंद्र C असलषेल्ा 
  व्तु्मळाची रषेख DE ही जीवा आहषे. 
  रषेख CF ^ जीवा DE. जर व्तु्मळाचा  
  व्ास 20 सषेमी  आत्ण DE = 16 सषेमी 
  असषेल, ्तर CF = त्क्ती ?

इ्त्ता नववी्त अभ्ासलषेलषे जीवांचषे गुणधम्म पुढील कृ्तींच्ा सहाय्ानषे आठवा.

एकरूप व्तु्मळषे समकेंद्री व्तु्मळषे छषेदणारी व्तु्मळषे

3 वतु्मळ
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कृती II ः  सोब्तच्ा आक्ृती्त केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाची रषेख QR ही जीवा आहषे. त्बंदू P हा  
  जीवा QR चा मध्त्बंदू आहषे. जर  
  QR = 24, OP = 10 ्तर व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा काढा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे त्लहा.
(1)  
(2) 
 ्ा प्रमषे्ांचा उप्ोग करून उदाहरण सोडवा.

कृती III ः आकृ्ती्त व्तु्मळकेंद्र M आत्ण 
  रषेख AB हा व्ास आहषे.
  रषेख MS ^ जीवा AD
  रषेख MT ^ जीवा AC
  ÐDAB @ ÐCAB.
  ्तर त्सद् ध करा; जीवा AD @ जीवा AC.
 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी खालीलपैकी कोण्तषे प्रमषे् वापराल ?
(1)  व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्तील, ्तर त्ा समान लांबीच्ा अस्ता्त.
(2) एकाच व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्ता्त.
 ्ात्शवा् त्रिकोणांच्ा एकरूप्तषेची खालीलपैकी कोण्ती कसोटी उप्ोगी पडषेल ?
 (1) बाकोबा, (2) कोबाको, (3) बाबाबा, (4) कोकोबा, (5) कण्मभुजा.
 ्ोग् ्ती कसोटी आत्ण प्रमषे् वापरून त्सद ्ध्ता त्लहा.

जाणून घेऊया.

एका, दोन, तीन शबंदूंतून जाणारी वतु्मळे

सोब्तच्ा आकृ्ती्त, एका प्र्तला्त त्बंदू A 
दाखत्वला आहषे. केंद्रत्बंदू  P, Q, R असणारी ्तीनही 
व्तु्मळषे A ्ा त्बंदू्तून जा्ता्त. त्बंदू A मधून जाणारी 
आणखी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील असषे ्तुमहाला वाट्तषे ?

्तुमचषे उत्तर ‘त्क्तीही’ त्कंवा ‘असंख्’ असषे 
असषेल, ्तर ्तषे बरोबर आहषे.

एकाच त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.

आकृती 3.2

आकृती 3.3

आकृती 3.4
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सोब्तच्ा आकृ्ती्तील A आत्ण B ्ा दोन त्भन्न त्बंदूं्तून 
जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील? 

A, B, C ्ा त््तनही त्बंदू्ंतून जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील?
पुढषे त्दलषेल्ा कृ्तीं्तून काही उत्तर त्मळ्तषे का पाहा.

कृती I ः  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B ्ांना जोडणारा  
  रषेख AB काढा. ्ा रषेषाखंडाची  
  लंबदुभाजक रषेषा l काढा. रषेषा l वरील 
   त्बंदू P  हषे केंद्र आत्ण PA त्रिज्ा घषेऊन 
  व्तु्मळ काढा.  हषे व्तु्मळ त्बंदू B मधूनही  
  जा्तषे, हषे पाहा. ्ाचषे कारण शोधा.  
  (लंबदुभाजक रषेषषेचा गुणधम्म आठवा.)

  रषेषा l चा Q हा आणखी एक त्बंदू घषेऊन, केंद्र Q आत्ण त्रिज्ा QA घषेऊन काढलषेलषे व्तु्मळही त्बंदू B  
  मधून जाईल का ? त्वचार करा. 
  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B मधून जाणारी आणखी त्क्ती व्तु्मळषे काढ्ता ्षे्तील ? त्ांच्ा केंद्रत्बंदूंची सथानषे  
  कोठषे अस्तील ?
कृती II ः  नैकरषेषी् त्बंदू A, B, C काढा. ्ा त््तनही  
  त्बंदूं्तून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ासाठी का्  
  करावषे लागषेल ? ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारषे  
  व्तु्मळ काढा.
  ्ाच ्तीन त्बंदूं्तून जाणारषे आणखी एक  
  व्तु्मळ काढ्ता ्षेईल का ? त्वचार करा.

कृती III ः एकरषेषी् असलषेलषे D, E, F हषे त्बंदू काढा. ्ा त््तनही त्बंदू्ंतून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ाचा प्र्तन करा.
  असषे व्तु्मळ काढ्ता ्षे्त नसषेल, ्तर ्तषे का काढ्ता ्षे्त नाही ्ाचा त्वचार करा.

हे लक्ात ठेवूया.

(1) एका त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(2) दोन त्भन्न त्बंदूं्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(3) ्तीन नैकरषेषी् त्बंदूं्तून जाणारषे एक आत्ण एकच व्तु्मळ अस्तषे.
(4) ्तीन एकरषेषी् त्बंदू्ंतून जाणारषे एकही व्तु्मळ नस्तषे.

आकृती 3.5

आकृती 3.6

आकृती 3.7
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केंद्र O असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. त्ा 
व्तु्मळाची रषेख OP ही एक त्रिज्ा काढा. ्ा त्रिज ष्ेला 
लंब असणारी एक रषेषा काढा. ही रषेषा आत्ण व्तु्मळ 
्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना A व B नावषे द्ा. कलपना करा, 
की रषेषा AB ही त्बंदू O कडून त्बंदू P कडषे अशी सरक्त 
आहषे की त््तची आधीची खसथ्ती नव्ा खसथ्तीला समां्तर 
राहील; महणजषेच सरकलषेली रषेषा AB  आत्ण त्रिज्ा 
्ां्तील कोन काटकोनच राहील.

हषे घड्ताना त्बंदू A आत्ण B व्तु्मळावरून परसपरांच्ा जवळ जवळ ्षेऊ लाग्तील. सर्तषे शषेवटी ्तषे त्बंदू P मध्षे 
सामावलषे जा्तील. 

्ा खसथ्ती्त रषेषा AB ची नवी खसथ्ती ही व्तु्मळाची सपत्श्मका होईल, पर्ंतु त्रिज्ा OP आत्ण रषेषा AB ची नवी 
खसथ्ती ्ां्तील कोन मारि काटकोनच राहील.

्ावरून लक्ा्त ्षे्तषे, की व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंद्ूतून जाणारी सपत्श्मका ्तो त्बंदू जोडणाऱ्ा त्रिज ष्ेला लंब 
अस्तषे. ह्या गुणधमा्मला ‘सपत्श्मका - त्रिज्ा प्रमषे्’ महण्ता्त.

आकृ्तीमध्षे, रषेषा l व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे एकही सामाईक त्बंदू नाही.
रषेषा m व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे त्बंदू P हा एकच सामाईक त्बंदू आहषे. ्षेथषे m ही व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे व त्बंदू 

P हा सपश्मत्बंदू आहषे असषे  महण्ता्त.
रषेषा n व व्तु्मळ ्ांना दोन सामाईक त्बंदू आहषे्त. Q व R हषे रषेषा व व्तु्मळ ्ांचषे छषेदनत्बंदू आहषे्त व रषेषा n ही 

वृत्तछषेत्दका आहषे असषे महण्ता्त.

व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा एक महत्वाचा गुणधम्म एका कृ्ती्तून समजून घ्ा.

कृती ः

आकृती 3.8

आकृती 3.9

A
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O
B

जाणून घेऊया.

वृततछेशदका आशण सपशि्मका (Secant and tangent)
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शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही रषेख OA ला लंब नाही. 
  समजा त्बंदू O मधून l वर OB हा लंब  
  टाकला.
  साहत्जकच त्बंदू B हा त्बंदू A पषेक्ा त्भन्न  
  असला पात्हजषे. (आकृ्ती 3.11 पाहा.)

  रषेषा     l      वर    त्बंदू     C   असा    घषे्ता    ् षेईल,  की A-B-C  
  आत्ण BA = BC.

  आ्ता, D OBC आत्ण D OBA ्ांमध्षे,

  रषेख BC @ रषेख BA .......... (रचना)

सपशि्मका - शरिजया प्रमेय (Tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूतून जाणारी सपशि्मका, तो शबंदू केंद्ािी जोडणाऱया शरिजयेला लंब असते. 
  हषे प्रमषे् अप्रत्क् पद् ध्तीनषे त्सद् ध कर्ता ्षे्तषे.

अशधक माशहतीसाठी ः

पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l ही त्बंदू A मध ष्े सपश्म कर्तषे. रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे.
साधय ः रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

  Ð OBC @ ÐOBA .......... (प्रत ष्ेक काटकोन)

  रषेख OB @ रषेख OB

 \ D OBC @ D OBA .......... (बाकोबा कसोटी)

 \ OC = OA
  परं्तु रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे, महणून 

  रषेख OC ही सुद् धा त्रिज्ा होईल.

 \ त्बंदू C हा व्तु्मळावर असषेल.

  महणजषे रषेषा l ही व्तु्मळाला A आत्ण C ्ा दोन त्बंदू्ंत छषेदषेल.

  हषे त्वधान पक्ाशी त्वसंग्त आहषे. कारण रषेषा l सपत्श्मका आहषे. 

  महणजषे रषेषा l व्तु्मळाला एकाच त्बंदू्त छषेद्तषे. ........... (पक्)

 \ रषेषा l ही त्रिज्ा OA ला लंब नाही, हषे असत् आहषे.

 \ रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

O A

l

आकृती 3.10

आकृती 3.11
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जरा आठवूया.

आपण त्शकलषेल्ा कोणत्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करून काटकोन 
त्रिकोणा्त कण्म ही सवा्म्त मोठी बाजू अस्तषे हषे त्सद ्ध कर्ता ्षेईल?

जाणून घेऊया.

सपशि्मका-शरिजया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया शरिजयेचया बाह्यटोकातून जाणारी आशण तया शरिजयलेा लंब असणारी रेषा तया वतु्मळाची  
  सपशि्मका असते.

पक् ः रषेख MN ही केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा आहषे. त्बंदू N मधून जाणारी 
  रषेषा l ही त्रिज्ा MN ला लंब आहषे.
साधय ः रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.
शसद् धता ः रषेषा l चा P हा N खषेरीज दुसरा कोण्ताही  
  त्बंदू घषे्तला. रषेख MP काढला.

  आ्ता, D MNP मध्षे Ð N हा काटकोन आहषे.
  \ रषेख MP हा कण्म आहषे.
  \ रषेख MP > रषेख MN.
  \ त्बंदू P हा व्तु्मळावर असणषे शक् नाही.
  महणजषे रषेषा l चा N खषेरीज इ्तर कोण्ताही त्बंदू व्तु्मळावर नाही.
  \ रषेषा l ही व्तु्मळाला N ्ा एकाच त्बंद्ूत छषेद्तषे.
  \ रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.

चला, चचा्म करूया.

केंद्र A असणाऱ्ा व्तु्मळावरील B हा एक त्बंदू त्दला आहषे. ्ा 
व्तु्मळाची त्बंदू B मधून जाणारी सपत्श्मका काढाव्ाची आहषे.

B ्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा असंख् रषेषा अस्ता्त. त्ांपैकी कोण्ती रषेषा 
्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका असषेल? ्ती कशी काढ्ता ्षेईल? 

त्बंदू B मधून जाणाऱ्ा एकापषेक्ा जास्त सपत्श्मका असू शक्तील का?

आकृती 3.12

आकृती 3.14
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C

D

A

B
C
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व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील D ्ा त्बंद्ूतून जाणाऱ्ा 
त्ा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मका असू शक्तील का? असल्ास 
अशा त्क्ती सपत्श्मका अस्तील?

चचचे्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषेच असषेल, की आक्ृती्त 
दाखवल्ाप्रमाणषे व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तून त्ा व्तु्मळाला 
दोन सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील.

सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेषा DP आत्ण रषेषा DQ ्ा 
सपत्श्मका, केंद्र A असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू P आत्ण  
त्बंदू Q मध ष्े सपश्म कर्ता्त.

रषेख DP आत्ण रषेख DQ ् ांना सपत्श्मकाखंड महण्ता्त.
आकृती 3.15

उदा. (1)  त्दलषेल्ा आक्ृती्त, केंद्र D असलषेलषे व्तु्मळ 
  ÐACB च्ा बाजूंना त्बंदू A आत्ण B  
  मध्षे सपश्म कर्तषे. जर ÐACB = 52°,  
  ्तर ÐADB चषे माप काढा.
उकल ः चौकोनाच्ा चारही कोनांच्ा मापांची 
  बषेरीज 360° अस्तषे.
  \ ÐACB + ÐCAD + ÐCBD + ÐADB = 360°
  \ 52° + 90° + 90° + ÐADB = 360° ............. सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्
  \ ÐADB + 232° = 360°
  \ ÐADB = 360° - 232° = 128°

P

A

Q

D

P

A

Q

D

A

D

B

C

आकृती 3.16

आकृती 3.17

  व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्तील C ्ा त्बंदू्तून त्ा व्तु्मळाला सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील का?

सपशि्मकाखंडाचे प्रमेय (Tangent segment theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया बाह्यभागातील शबंदूपासून तया वतु्मळाला काढलेले सपशि्मकाखंड एकरूप असतात.
  शषेजारील आक्ृतीच्ा आधारषे पक् आत्ण साध् ठरवा.
  त्रिज्ा AP आत्ण AQ काढून ्ा प्रमषे्ाची खाली त्दलषेली त्सद ्ध्ता ररकाम्ा जागा भरून पणू्म करा.

शसद् धता ः D PAD आत्ण D QAD ्ांमध्षे,
  बाजू PA @  (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
  बाजू AD @ बाजू AD 
  ÐAPD = ÐAQD = 90° ...... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्)
  \ D PAD @ D QAD 
  \ बाजू DP @ बाजू DQ 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  रषेषा a आत्ण रषेषा b ह्या केंद्र O असणाऱ्ा व्तु्मळाच्ा समा्ंतर सपत्श्मका व्तु्मळाला अनुक्रमषे त्बंदू P व  
  Q मध्षे सपश्म कर्ता्त, ्तर रषेख PQ हा त्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे हषे त्सद्ध करा.
शसद् धता ः त्बंदू O मधून रषेषा a ला समा्ंतर रषेषा c काढा. 
  रषेषा a, c, b ्ांवर अनुक्रमषे त्बंदू T, S, R आकृ्ती्त         
दाखवल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
  आ्ता, ÐOPT = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOP = 90°..... (अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (I)
  आ्ता, रषेषा a || रषेषा c ..... (रचना)
     रषेषा a || रषेषा b ..... (पक्)
     रषेषा b || रषेषा c 
  आ्ता, ÐOQR = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOQ = 90°.....(अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (II)
 \ (I) व (II) वरून,
  ÐSOP + ÐSOQ = 90° + 90° = 180°
 \ त्करण OP आत्ण त्करण OQ हषे त्वरुद् ध त्करण आहषे्त.
 \ त्बंदू P, O, Q एकरषेषी् आहषे्त.
 \ रषेख PQ हा व्तु्मळाचा व्ास आहषे.

आकृती 3.18

P T

O S

Q R

a

b

c

पावसाळ्ा्त थोडषे पाणी साठलषेल्ा रसत्ावरून मोटार सा्कल जा्त 
अस्ताना त््तच्ा मागील चाकावरून उडणाऱ्ा पाण्ाच्ा धारा ्तुमही पात्हल्ा 
अस्तील. त्ा धारा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकांप्रमाणषे त्दस्ता्त हषे ्तुमच्ा लक्ा्त 
आलषे असषेल. त्ा धारा ्तशाच का अस्ता्त ्ाची मात्ह्ती ्तुमच्ा त्वजान 
त्शक्काकडून घ्ा.

त्फरणाऱ्ा भुईचक्रा्तून उडणाऱ्ा त्ठणग्ा, सुरीला धार लाव्ताना 
उडणाऱ्ा त्ठणग्ा ्ांचषे त्नरीक्ण करा.त्ाही सपत्श्मकांप्रमाणषेच त्दस्ता्त का?

हे लक्ात ठेवूया.

(1) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे् ः व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंद्ूतून जाणारी सपत्श्मका, ्तो त्बंदू केंद्राशी जोडणाऱ्ा  
 त्रिज ष्ेला लंब अस्तषे. 
(2) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्ाचा व्त्ास ः व्तु्मळाच्ा त्रिज्षेच्ा बाह्यटोका्तून जाणारी आत्ण त्ा त्रिज्षेला  
 लंब असणारी रषेषा त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका अस्तषे. 
(3) व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंदूपासून त्ा व्तु्मळाला काढलषेलषे सपत्श्मकाखंड एकरूप अस्ता्त.

चाकाची धावण्ाची त्दशा

दाखत्वल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
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सरावसंच 3.1

1. सोब्तच्ा आक्ृती्त, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाची त्रिज्ा 6 सषेमी आहषे. रषेषा AB ्ा व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे  
 सपश्म कर्तषे. ्ा मात्ह्तीवरून खालील प्रशनाचंी उत्तरषे द्ा.
 (1) ÐCAB चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?
 (2) त्बंदू C हा रषेषा AB पासून त्क्ती अं्तरावर आहषे? का?
 (3) जर d(A,B)= 6 सषेमी, ्तर d(B,C) काढा.
 (4) ÐABC चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?

2. शषेजारील आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 बाह्यभागा्तील R ्ा त्बंदूपासून काढलषेलषे 
 RM आत्ण RN हषे सपत्श्मकाखंड व्तु्मळाला त्बंदू  
 M आत्ण N  मध ष्े सपश्म कर्ता्त. 
 जर OR = 10 सषेमी व व्तु्मळाची त्रिज्ा 5 सषेमी  
 असषेल ्तर -

M

N

O R

M

N

O R

आकृती 3.20

आकृती 3.21

A B

C

आकृती 3.19

 (1) प्रत्षेक सपत्श्मकाखंडाची लांबी त्क्ती?
 (2) ÐMRO चषे माप त्क्ती?  (3) ÐMRN चषे माप त्क्ती?

3. रषेख RM आत्ण रषेख RN हषे केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त, ्तर  
 रषेख OR हा ÐMRN आत्ण ÐMON ्ा  
 दोनही  कोनांचा दुभाजक आहषे, हषे त्सद् ध करा.

4. त्रिज्ा 4.5 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा दोन सपत्श्मका परसपरांना समा्ंतर आहषे्त. ्तर त्ा सपत्श्मका्ंतील अं्तर
 त्क्ती हषे सकारण त्लहा.

ICT Tools or Links

संगणकावर त्जओत्जब्ा ्ा सॉफटवषेअरच्ा साहाय्ानषे व्तु्मळ व व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंद्ूतून 
सपत्श्मका काढून सपत्श्मकाखंड एकरूप आहषे्त ्ाचा पड्ताळा घ्ा.
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आकृती 3.23

जाणून घेऊया.

आकृती 3.22

X Y Z

Y X Z

कृती I ः
  आकृ्ती 3.22 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे,  
  X-Y-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा. 
  केंद्र X व त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा. 
  केंद्र Z व त्रिज्ा YZ घषेऊन दुसरषे व्तु्मळ काढा.
  ही दोन व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त एकमषेकांना  
  छषेद्ता्त हषे अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख XZ ला लंबरषेषा काढा. ही रषेषा  
  दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका आहषे हषे  
  लक्ा्त घ्ा.

कृती II ः
  आकृ्ती 3.23 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे  
  Y-X-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा.
  केंद्र Z आत्ण त्रिज्ा ZY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  केंद्र X आत्ण त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  दोनही व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त हषे  
  अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख YZ ला लंबरषेषा काढा. 
  ही रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका 
  आहषे हषे लक्ा्त घ्ा.

वरील कृ्तीं्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषे असषेल, की दोनही आकृत्ां्तील व्तु्मळषे एकाच प्र्तला्त आहषे्त आत्ण 
एकमषेकांना एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त. अशा व्तु्मळांना एकमषेकांना सपश्म करणारी व्तु्मळषे त्कंवा सपि्मवतु्मळे महण्ता्त.

सपश्मव्तु्मळांची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे कर्ता ्षे्तषे.
एका प्र्तला्तील दोन व्तु्मळषे त्ाच प्र्तला्तील एका रषेषषेला एकाच त्बंद्ूत छषेद्त अस्तील, ्तर त्ांना सपश्मव्तु्मळषे 

महण्ता्त. ्ती रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका अस्तषे.
दोनही व्तु्मळषे व रषेषा ्ांच्ा्तील सामाईक त्बंदूला सामाईक सपि्मशबंदू महण्ता्त.

सपि्म वतु्मळे (Touching circles)



57

आकृ्ती 3.24 मध ष्े, केंद्र R व S असणारी व्तु्मळषे रषेषा l ला T ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त. महणून ्ती दोनही 
सपश्मव्तु्मळषे असून रषेषा l ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे. ह्या आकृ्ती्तील व्तु्मळषे बाह्यसपिशी आहषे्त.

आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळषे अंतसप्मिशी असून रषेषा p ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे.

शवचार करूया

(1) आकृ्ती 3.24 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना बाह्यसपशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(2) आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे एकमषेकांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना अं्तसप्मशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(3) आकृ्ती 3.26 मध्षे, केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3 सषेमी व 4 सषेमी अस्तील ्तर-

 (i) आक्ृती 3.26 (a) मध ष्े d(A,B) त्क्ती असषेल?

 (ii) आकृ्ती 3.26 (b) मध ष्े d(A,B) त्क्ती असषेल?

आकृती 3.24

R T S

l p

K
N M

आकृती 3.25

सपि्मवतु्मळांचे प्रमेय (Theorem of touching circles)

प्रमेय   ः परसपरांना सपि्म करणाऱया वतु्मळांचा सपि्मशबंदू तया वतु्मळांचे केंद्शबंदू जोडणाऱया रेषेवर असतो.

आकृती 3.26

A C B

l

(a)

A

C

B

l

(b)
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आकृती 3.27

A

P R Q

B

आकृती 3.28

A

l

B

C
D

E

पक्  ः केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू C आहषे.
साधय ः त्बंदू C हा रषेषा AB वर आहषे.
शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही सपश्मव्तु्मळांची त्बंदू C मधून जाणारी सामाईक सपत्श्मका आहषे.
  रषेषा l ^ रषेख AC, रषेषा l ^ रषेख BC. \  रषेख AC व रषेख BC हषे रषेषा l ला लंब आहषे्त.
  त्बंदू C मधून रषेषा l ला एकच लंब रषेषा काढ्ता ्षे्तषे. \ C, A, B एकरषेषी् आहषे्त.
 

 हे लक्ात ठेवूया.

  (1)  परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू, त्ा व्तु्मळांचषे केंद्रत्बंदू जोडणाऱ्ा रषेषषेवर अस्तो.
  (2)  बाह्यसपशशी व्तु्मळांचा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ांच्ा बषेरजषेएवढषे अस्तषे.
  (3)  अं्तसप्मशशी व्तु्मळांच्ा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ां्तील फरकाएवढषे अस्तषे.

सरावसंच 3.2
1. दोन अं्तसप्मशशी व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3.5 सषेमी व 4.8 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील अ्ंतर त्क्ती  
 आहषे?
2. बाह्यसपशशी असलषेल्ा दोन व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी व 4.2 सषेमी अस्तील ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
 अं्तर त्क्ती असषेल?
3. त्रिज्ा अनुक्रमषे 4 सषेमी आत्ण 2.8 सषेमी असणारी, (i) बाह्यसपशशी (ii) अ्ंतसप्मशशी, व्तु्मळषे काढा.
4. आकृ्ती 3.27 मध्षे, केंद्र P आत्ण Q असलषेली व्तु्मळषे परसपरांना त्बंदू R मध्षे सपश्म कर्ता्त. त्बंदू R मधून  
 जाणारी रषेषा त्ा व्तु्मळांना अनुक्रमषे त्बंदू A व त्बंदू B मध ष्े छषेद्तषे. ्तर -

 (1) रषेख AP || रषेख BQ हषे त्सद् ध करा.
 (2) D APR ~ D RQB हषे त्सद् ध करा.
 (3) जर Ð PAR चषे माप 35° असषेल, 
   ्तर Ð RQB चषे माप ठरवा.

5. आक्ृती 3.28 मध्षे, केंद्र A व B असणारी व्तु्मळषे  
 परसपरांना त्बंदू E मध ष्े सपश्म कर्ता्त. रषेषा l ही  
 त्ांची सामाईक सपत्श्मका त्ानंा अनुक्रमषे C व  
 D मध्षे सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे  
 4 सषेमी व 6 सषेमी अस्तील, ्तर रषेख CD ची लांबी  
 त्क्ती असषेल?
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वृत्तछषेत्दकेमुळषे व्तु्मळाचषे दोन भागा्ंत त्वभाजन 
हो्तषे. ्ांपैकी कोण्ताही एक भाग आत्ण वृत्तछषेत्दकेचषे 
व्तु्मळावरील त्बंदू ्ांनी त्मळून होणाऱ्ा आकृ्तीला 
वतु्मळकंस महण्ता्त.

व्तु्मळ  आत्ण वृत्तछषेत्दका ्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना 
कंसांचषे अंत्त्बंदू त्कंवा कंसांची टोके महण्ता्त.

ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो. त्ा 
कोनाला केंद्ीय कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.30 मध्षे केंद्र O असलषेलषे व्तु्मळ असून 
Ð AOB हा केंद्री् कोन आहषे. 

वृत्तछषेत्दकेप्रमाणषेच केंद्री् काषेनामुळषेसुद् धा व्तु्मळाचषे 
दोन कंसा्ंत त्वभाजन हो्तषे.

आकृती 3.29

Y

k
C

A B
X

कंसाचे माप (Measure of an arc)
काही वषेळा दोन कंसांची ्तुलना करण्ाची गरज पड्तषे. त्ासाठी कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे ठरवलषेली 

आहषे.

जरा आठवूया.

वतु्मळकंस (Arc of a circle)

आकृ्ती 3.29 मध्षे, वृत्तछषेत्दका k मुळषे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचषे AYB आत्ण AXB हषे दोन कंस ्त्ार 
झालषे आहषे्त. 

वृत्तछषेत्दकेच्ा ज्ा बाजूला व्तु्मळकेंद्र अस्तषे त्ा बाजूच्ा कंसाला शविालकंस आत्ण त्वरुद ्ध बाजूच्ा कंसाला 
लघुकंस महण्ता्त. आकृ्ती 3.29 मध्षे कंस AYB हा त्वशालकंस आत्ण कंस AXB हा लघुकंस आहषे. एखाद्ा 
व्तु्मळकंसाचषे नाव ्तीन अक्रषे वापरून त्लत्हल्ानषे ्तो नषेमका समज्तो, परं्तु काही संत्दगध्ता त्नमा्मण हो्त नसषेल ्तर 
लघुकंसाचषे नाव त्ाचषे अंत्त्बंदू दश्मवणाऱ्ा दोन अक्रांनी त्लत्ह्ता्त. उदाहरणाथ्म, आक्ृती 3.29 मधील कंस AXB 
हा कंस AB असाही त्लत्ह्ता्त.

आपण कंसाचषे नाव त्लत्हण्ासाठी हीच पद् ध्त वापरणार आहो्त.

केंद्ीय कोन (Central angle)

आकृती 3.30

P

Q

O
q B

A

त्वशालव्तु्मळकंस

लघुव्तु्मळकंस
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आकृती 3.31

A

F

B

40°
70°

70°

G

C

D

I

E

J

मापांचषे कोन काढा. ्ा कोनांच्ा मापापषेक्ा वषेगळषे माप 
असणारा Ð ICJ काढा. 

Ð DCE च्ा भुजा आ्तील व्तु्मळाला छषेदल्ामुळषे 
त्मळणाऱ्ा कंसाला AB नाव द्ा.

कंसाच्ा मापाच्ा व्ाख ष्ेवरून, कंस AB आत्ण 
कंस DE ्ांची मापषे समान आहषे्त, हषे लक्ा्त आलषे का? 
हषे कंस परसपरांशी ्तं्तो्तं्त जुळ्तील का? त्नखशच्तच 
नाही जुळणार.

आ्ता C-DE; C-FG आत्ण C-IJ ्ा व्तु्मळपाकळ्ा कापून वषेगळ्ा करा. त्ा एकमषेकींशी जुळवून DE,
FG आत्ण IJ ्ांपैकी कोण्तषे कंस परसपरांशी जुळ्ता्त हषे पाहा.
्ा क्ृतीवरून, दोन कंस एकरूप होण्ासाठी ‘त्ांची मापषे समान असणषे’ पुरषेसषे नाही, हषे लक्ा्त आलषे का?
दोन कंस एकरूप असण्ासाठी आणखी कोण्ती अट पूण्म होणषे आवश्क आहषे असषे ्तुमहांला वाट्तषे?

वरील कृ्तीवरून लक्ा्त ्षे्तषे, की -
दोन कंसांचया शरिजया आशण तयाचंी मापे समान असतात, तेवहा ते दोन कंस परसपरांिी एकरूप असतात. 
‘कंस DE व कंस GF एकरूप आहषे्त’ हषे त्चनहानषे कंस DE @ कंस GF असषे दश्मव्ता्त.

(1) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् काषेनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
  आकृ्ती 3.30 मध्षे केंद्री् Ð AOB चषे माप q आहषे. महणून लघुकंस APB चषे माप q हषेच आहषे.
(2) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.
  आकृ्ती 3.30 मध ष्े त्वशालकंस AQB चषे माप = 360° - कंस APB चषे माप = 360° - q 
(3) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप, महणजषेच अध्मव्तु्मळाचषे माप 180° अस्तषे.
(4) पूण्म व्तु्मळाचषे माप 360° अस्तषे. 

जाणून घेऊया.

कंसांची एकरूपता (Congruence of arcs)

जषेवहा दोन प्र्तली् आकृत्ा एकमषेकींशी ्तं्तो्तं्त जुळ्ता्त, ्तषेवहा त्ा आकृत्ा एकमषेकींशी एकरूप आहषे्त, 
असषे महण्ता्त.एकरूप्तषेच्ा ्ा संकलपनषेच्ा आधारषे समान मापांचषे कोन एकरूप अस्ता्त हषे आपल्ाला माही्त आहषे.

त्ाचप्रमाणषे दोन कंसांची मापषे समान अस्तील ्तर ्तषे दोन कंस एकरूप अस्तील का?
्ा प्रशनाचषे उत्तर पुढील क्ृती करून शोधा.

कृती ः
आकृ्ती 3.31 मध्षे दश्मवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असणारी दोन व्तु्मळषे काढा. Ð DCE आत्ण Ð FCG हषे समान 
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परं्तु कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांमध्षे एकापषेक्ा अत्धक त्बंदू [कंस BC चषे सव्म] सामाईक आहषे्त. महणून 
कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस ABE च्ा मापाएवढी नस्तषे.
प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप कंसांचया संगत जीवा एकरूप असतात.

आकृ्ती 3.32 मध ष्े A, B, C, D, E हषे एकाच 
व्तु्मळाचषे त्बंदू आहषे्त. ् ा त्बंदूंमुळषे अनषेक कंस ्त्ार झालषे 
आहषे्त. ्ांपैकी कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे 
C हा एक आत्ण एकच त्बंदू सामाईक आहषे. महणून कंस 
ABC आत्ण कंस CDE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस 
ACE च्ा मापाएवढी हो्तषे.
m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)

पक्  ः केंद्र B असलषेल्ा व्तु्मळा्त कंस APC @ कंस DQE
साधय  ः जीवा AC @ जीवा DE
शसद् धता ः (ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता पूण्म करा.)
   DABC आत्ण D DBE ्ांमध्षे,
   बाजू AB @ बाजू DB  .....(......................)
   बाजू .... @ बाजू   .....(......................)
   Ð ABC @ Ð DBE .....(एकरूप कंसांची व्ाख्ा)
  \ D ABC @ D DBE ..... (......................)
  \ जीवा AC @ जीवा DE .....(......................)

आकृती 3.32

A

B
C

D

E

P

Q

A

B

C
D

E

आकृती 3.33

प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप जीवांचे संगत कंस एकरूप असतात.

पक् ः रषेख PQ आत्ण रषेख RS ह्या केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा आहषे्त.
साधय ः कंस PMQ @ कंस RNS
  पुढील त्वचार लक्ा्त घषेऊन त्सद् ध्ता त्लहा. 
  दोन कंस एकरूप असण्ासाठी त्ांच्ा त्रिज्ा 
  आत्ण मापषे समान असावी लाग्ता्त. 
  कंस PMQ आत्ण कंस RNS हषे एकाच 
  व्तु्मळाचषे कंस असल्ानषे त्ांच्ा त्रिज्ा समान 

P

QM

NO

R

S

आकृती 3.34

कंसांचया मापांचया बेरजेचा गुणधम्म (Property of sum of measures of arcs)
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A

B

C

O

आकृती 3.35
उकल ः (i) कंसांची नावषे -
    कंस AB, कंस BC, कंस AC, कंस ABC, कंस ACB, कंस BAC
  (ii) कंस ABC चषे माप = कंस AB चषे माप + कंस BC चषे माप
      = 125° + 110° = 235°
      कंस AC चषे माप = 360° - कंस ABC चषे माप
      = 360° - 235° = 125°
    त्ाचप्रमाणषे कंस ACB चषे माप = 360° - 125° = 235°
    आत्ण कंस BAC चषे माप = 360° - 110° = 250°

उदा. (1)  केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाचषे A, B, C हषे  
   ्तीन त्बंदू आहषे्त.
  (i) ्ा ्तीन त्बंदूंमुळषे ्त्ार होणाऱ्ा सव्म  
    कंसांची नावषे त्लहा.
  (ii) कंस BC आत्ण कंस AB ्ांची मापषे  
    अनुक्रमषे 110° आत्ण 125° अस्तील ्तर 
    रात्हलषेल्ा सव्म कंसांची मापषे त्लहा.

  आहषे्त. त्ा कंसांची मापषे, महणजषे त्ांच्ा संग्त केंद्री् कोनांची मापषे हो्त. हषे केंद्री् कोन त्मळण्ासाठी  
  त्रिज्ा  OP, OQ, OR आत्ण OS काढाव्ा लाग्तील. त्ा काढल्ावर ्त्ार होणारषे D OPQ आत्ण  
  D ORS हषे एकरूप आहषे्त ना?
  वरील दोनही प्रमषे्षे ्तुमही एकरूप व्तु्मळांसाठी त्सद् ध करा.

शवचार करूया

• वरील दोनपैकी पत्हल्ा प्रमषे्ा्त कंस APC आत्ण कंस DQE हषे लघुकंस एकरूप मानलषे आहषे्त. त्ांचषे संग्त  
 त्वशालकंस एकरूप मानूनही हषे प्रमषे् त्सद् ध कर्ता ्षेईल का?
• दुसऱ्ा प्रमषे्ा्त एकरूप जीवांचषे संग्त त्वशालकंसही एकरूप हो्ता्त का? जीवा PQ आत्ण जीवा RS हषे व्ास  
 अस्तानाही हषे प्रमषे् सत् अस्तषे का?

�� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  आकृ्ती 3.36 मध्षे केंद्र T असलषेल्ा व्तु्मळा्त आ््त PQRS अ्ंतत्ल्मखख्त केला आहषे. 
   ्तर दाखवा की -
   (i) कंस PQ @ कंस SR
   (ii) कंस SPQ @ कंस PQR
उकल  ः c PQRS हा आ््त आहषे.
   \ जीवा PQ @ जीवा SR ....... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस PQ @ कंस SR ...... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)
       जीवा PS @ जीवा QR ..... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस SP @ कंस QR ..... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)

P
Q

T

R
S

आकृती 3.36

   \ कंस SP आत्ण कंस QR ्ांची मापषे समान आहषे्त. 
   आ्ता, कंस SP आत्ण कंस PQ ्ांच्ा मापांची बषेरीज
    = कंस PQ आत्ण कंस QR ्ांच्ा मापांची बषेरीज
   \ कंस SPQ चषे माप = कंस PQR चषे माप
   \ कंस SPQ @ कंस PQR

हे लक्ात ठेवूया.

(1) ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो त्ा कोनाला केंद्री् कोन महण्ता्त.
(2) कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा - (i) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् कोनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
 (ii) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.  (iii) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप 180° अस्तषे.
(3) दोन व्तु्मळकंसांच्ा त्रिज्ा आत्ण मापषे समान अस्ता्त ्तषेवहा ्तषे कंस एकरूप अस्ता्त.
(4) एकाच व्तु्मळाच्ा कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे जषेवहा C हा एकच त्बंदू सामाईक अस्तो, ्तषेवहा  
 m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)
(5) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप कंसांच्ा संग्त जीवा एकरूप अस्ता्त.
(6) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप जीवांचषे संग्त कंस एकरूप अस्ता्त.

सरावसंच 3.3

आकृती 3.37

G

E
F

C
D1. आकृ्ती 3.37  मध ष्े, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळावर 

 G, D, E आत्ण F हषे त्बंदू आहषे्त. Ð ECF चषे  
 माप 70° आत्ण कंस DGF चषे माप 200° असषेल,  
 ्तर  कंस DE आत्ण कंस DEF ्ांची मापषे ठरवा.
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आकृती 3.40

D

E

A B

C
H

I

F

G

2«. आकृ्ती 3.38 मध ष्े D QRS समभुज आहषे.
 ्तर दाखवा की -
 (1) कंस RS @ कंस QS @ कंस QR
 (2) कंस QRS चषे माप 240° आहषे.

3. आकृ्ती 3.39 मध ष्े,
 जीवा AB @ जीवा CD,
 ्तर त्सद् ध करा -
 कंस AC @ कंस BD

जाणून घेऊया.

व्तु्मळ आत्ण त्बंदू, व्तु्मळ आत्ण रषेषा (सपत्श्मका) ् ांचा परसपरसंबंध असणारषे काही गुणधम्म आपण पात्हलषे. आ्ता 
व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसंबंधीचषे काही गुणधम्म आपण पाहू. ्ां्तील काही गुणधम्म आधी क्ृतीं्तून माही्त करून घषेऊ.

कृती I ः
केंद्र C असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आक्ृती 3.40 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे त्ाची जीवा AB 

आकृती 3.39

A

BC

D

काढा. केंद्री् कोन ACB  काढा. जीवा AB मुळषे झालषेल्ा 
त्वशालकंसावर त्बंदू D आत्ण लघुकंसावर त्बंदू E हषे कोण्तषेही 
त्बंदू घ्ा. 
(1) ÐADB आत्ण ÐACB मोजा. त्ांच्ा मापांची ्ुतलना  
 करा.
(2) ÐADB आत्ण ÐAEB मोजा. आलषेल्ा मापांची बषेरीज  
 करून पाहा.

आकृती 3.38

Q

R S
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(3) कंस ADB वर F, G, H असषे आणखी काही त्बंदू घ्ा.ÐAFB, ÐAGB, ÐAHB, ..... ्ांची मापषे  
 मोजा. ्ा मापांची ÐADB च्ा मापाशी आत्ण परसपरांशी ्तुलना करा.
(4) कंसAEB वर I हा आणखी एक कोण्ताही त्बंदू घ्ा. Ð AIB मोजून त्ाच्ा मापाची Ð AEB च्ा मापाशी  
 ्तुलना करा.

्ा कृ्ती्तून ्तुमहांला आलषेलषे अनुभव असषे अस्तील -
(1) Ð ACB चषे माप Ð ADB च्ा मापाच्ा दुपपट आहषे.
(2) Ð ADB आत्ण Ð AEB ्ांच्ा मापांची बषेरीज 180° आहषे.
(3) Ð AHB, Ð ADB, Ð AFB, Ð AGB ्ा सवाांची मापषे समान आहषे्त.
(4) Ð AEB आत्ण Ð AIB ्ांची मापषे समान आहषे्त.

आकृती 3.41

आक्ृती 3.42 मध्षे केंद्र C असलषेलषे एक व्तु्मळ 
आहषे. Ð PDQ चा त्शरोत्बंदू D ्ा व्तु्मळावर आहषे. 
कोनाच्ा भुजा DP आत्ण DQ व्तु्मळाला अनुक्रमषे A 
आत्ण B मध ष्े छषेद्ता्त. अशा कोनाला व्तु्मळा्त त्कंवा 
कंसा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेला कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.42 मध ष्े Ð ADB हा कंस ADB 
मध्षे अं्तत्ल्मखख्त आहषे.

P Q
C

T

R
S

कृती II ः

आकृ्ती 3.41 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असलषेलषे पुरषेसषे मोठषे 
व्तु्मळ काढा. रषेख PQ हा त्ाचा काषेण्ताही व्ास काढा. ् ा व्ासामुळषे 
्त्ार झालषेल्ा दोनही अध्मव्तु्मळांवर R,S,T असषे काही त्बंदू घ्ा.  
Ð PRQ, Ð PSQ, Ð PTQ मोजा. ् ां्तील प्रत ष्ेक कोन काटकोन 
आहषे हषे अनुभवा.

आकृती 3.42

A B

C

D

P Q

वरील क्ृतीं्तून ्तुमहांला आढळलषेलषे गुणधम्म महणजषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसबंधीची प्रमषे्षे आहषे्त.
्ा प्रमषे्ांच्ा त्सद् ध्ता आ्ता आपण पाहू. त्ासाठी आधी काही संजांची ओळख करून घ्ावी लागषेल.

अंतशल्मखखत कोन (Inscribed angle)
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आकृती 3.44

आकृती 3.45

A

B

C

x2x

2xE

O

A

B C

D

x
पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळा्त, ÐBAC हा  
  कंस BAC  मध ष्े अं्तत्ल्मखख्त केला 
  आहषे. त्ा कोनामुळषे कंस BDC अ्ंतखांत्ड्त  
  झाला आहषे.
साधय ः ÐBAC = 1

2
 m(कंस BDC)

रचना ः त्करण AO काढला. व्तु्मळाला ्तो त्बंदू E  
  मध ष्े छषेद्तो. त्रिज्ा OC काढली.

आकृती 3.43
 (i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)

आकृ्ती 3.44 मधील कंस हा अ्ंतखांत्ड्त कंस 
नाही. कारण कोनाच्ा BC ्ा भुजषेवर कंसाचा एकही 
अंत्त्बंदू नाही.

प्रत ष्ेक आकृ्ती्तील Ð ABC च्ा अ्ंतभा्मगा्त ्षेणाऱ्ा व्तु्मळकंसाला Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला कंस 
महण्ता्त. अ्ंतखांत्ड्त कंसाचषे अंत्त्बंदू हषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांचषे छषेदन त्बंदू अस्ता्त. कोनाच्ा प्रत ष्ेक बाजूवर 
कंसाचा एक अंत्त्बंदू असणषे आवश्क अस्तषे.

आकृ्ती 3.43 मधील (i), (ii) व (iii) ्ा आकृत्ांमध्षे कोनांनी प्रत्षेकी एकच कंस अखंांत्ड्त केला आहषे; 
्तर (iv), (v) व (vi) मध्षे प्रत ष्ेक कोनानषे दोन कंस अ्ंतखांत्ड्त केलषे आहषे्त.

आकृ्ती (ii) व (v) मध ष्े कोनाची एक भुजा आत्ण (vi) मध ष्े कोनाच्ा दोनही भुजा व्तु्मळाला सपश्म कर्ता्त,  
हषेही लक्ा्त घ्ा.

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

C
C

C
C

C

C

अंतखांशडत कंस (Intercepted arc)

पुढील आकृ्ती 3.43 मधील (i) ्तषे (vi) ्ा सव्म आकृत्ाचंषे त्नरीक्ण करा.

अंतशल्मखखत कोनाचे प्रमेय (Inscribed angle theorem)

प्रमेय  ः वतु्मळात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया मापाचया शनममे असते.
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शसद्धता ः D AOC मध्षे.
  बाजू OA @ बाजू OC ...... (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
 \ ÐOAC = ÐOCA ..... (समखविभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
   ÐOAC = ÐOCA = x मानू. ...... (I)
  आ्ता, ÐEOC = ÐOAC + ÐOCA .... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
          = x° + x° = 2x°
  परं्तु ÐEOC हा केंद्री् कोन आहषे.
 \ m(कंस EC) = 2x° .... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) ..... (II) 
 \ (I) व (II) वरून.
  ÐOAC = ÐEAC = 1

2
 m(कंस EC) ..... (III)

  ्ाप्रमाणषेच, त्रिज्ा OB काढून, ÐEAB = 1

2
 m(कंस BE) हषे त्सद ्ध कर्ता ्षेईल...... (IV)

 \ ÐEAC + ÐEAB = 1

2
 m(कंस EC) + 1

2
 m(कंस BE) .... (III) व (IV) वरून

 \ ÐBAC = 1

2
 [m(कंस EC) + m(कंस BE)]

     = 1

2
 [m(कंसBEC)] = 1

2
 [m(कंस BDC)] ..... (V)

लक्ा्त घ्ा, की व्तु्मळा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन आत्ण व्तु्मळकेंद्र ्ांसंबंधी ्तीन शक््ता संभव्ता्त. व्तु्मळकेंद्र 
कोनाच्ा भुजषेवर असषेल, अं्तभा्मगा्त असषेल त्कंवा बाह्यभागा्त असषेल. ्ांपैकी पत्हल्ा दोन शक््ता (III) व (V) 
मध ष्े त्सद् ध झाल्ा. आ्ता रात्हलषेली त््तसरी शक््ता त्वचारा्त घषेऊ.

आकृ्ती 3.46  मध ष्े,
ÐBAC = ÐBAE - ÐCAE

 = 1

2
 m(कंस BCE) - 1

2
 m(कंस CE) 

       ...... (III) वरून

 = 1

2
 [m(कंस BCE) - m(कंस CE)]

 = 1

2
 [m(कंस BC)] ...... (VI) 

्ा प्रमषे्ाचषे त्वधान पुढीलप्रमाणषे सुद् धा त्लत्ह्ता्त.
वतु्मळकंसाने वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूिी अंतररत (subtended) केलेलया कोनाचे माप तयाच कंसाने 
वतु्मळकेंद्ािी अंतररत केलेलया कोनाचया मापाचया शनमम ेअसते.
्ा प्रमषे्ाच्ा पुढील उपप्रमषे्ांची त्वधानषेही ्ा पररभाषषे्त त्लत्ह्ता ्षे्तील.

आकृती 3.46

A

B
C

O
E
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आकृती 3.49

A
B

C

D

आक्ृती 3.47 च्ा आधारषे पक् आत्ण साध् त्लहा.
पुढील प्रशनाचंा त्वचार करून त्सद् ध्ता त्लहा.
(1) Ð PQR नषे कोण्ता कंस अं्तखांत्ड्त केला आहषे?
(2) Ð PSR नषे कोण्ता कंस अं्तखांत्ड्त केला आहषे?
(3) अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे माप आत्ण त्ानषे अ्ंतखांत्ड्त  
 केलषेल्ा कंसाचषे माप ्ां्तील संबंध कसा अस्तो?

 सोब्तच्ा आकृ्ती 3.48 च्ा आधारषे ्ा प्रमषे्ाचषे  
 पक्, साध् आत्ण त्सद् ध्ता त्लहा.

आकृती 3.47

आकृती 3.48

पक् ः c  हा चक्री् आहषे.
साधय ः Ð B + Ð D = 
   + Ð C = 180°

P

Q

C

T

R

S

A

B

C

X

M

2. अध्मवतु्मळात अंतशल्मखखत झालेला कोन काटकोन असतो.

शसद् धता ः Ð ADC हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ABC  अं्तखांत्ड्त केला आहषे.
 \ ÐADC = 1

2
   .......... (I)

  ्तसषेच  हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ADC अं्तखांत्ड्त केला आहषे.

अंतशल्मखखत कोनाचया प्रमेयाची उपप्रमेये (Corollaries of inscribed angle theorem)

1. एकाच कंसात अंतशल्मखखत झालेले सव्म कोन एकरूप असतात.

चक्ीय चौकोन (Cyclic quadrilateral)
चौकोनाचे चारही शिरोशबंदू एकाच वतु्मळावर असतील तर तया चौकोनाला चक्ीय चौकोन महणतात.

चक्ीय चौकोनाचे प्रमेय (Theorem of cyclic quadrilateral)
प्रमेय ः चक्ीय चौकोनाचे संमुख कोन परसपरांचे पूरककोन असतात.
पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.
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 \  = 1

2
 m(कंस ADC) ..... (II)

 \ ÐADC +  = 1

2
  + 1

2
 m(कंस ADC) ..... [(I) व (II) वरून]

      = 1

2
 [  + m(कंस ADC)]

      = 1

2
 ´ 360° ........ [कंस ABC आकर कंस ADC कमळून पूर्ण  

           वतु्णळ होतये.]
      = 

       त्याचप्रमयारये ÐA + ÐC =  हये कसद ्ध करतया ्येईल.

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचे उपप्रमेय (Corollary of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चक्रीय चौकोनाचा बाह्यकोन तयाचया संलग्न कोनाचया संमुख कोनाशी एकरूप असतो.
्या प्रमये्याची कसद् धतया तुमही कलहया.

विचार करूया

वरील प्रमये्यात Ð B + Ð D = 180° हये कसद ्ध केल्यावर उरलयेल्या संमुख कोनयांच्या मयापयांची बयेरीजही  
180° आहये, हये अन् प्रकयारये कसद् ध करतया ्येईल कया?

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चाैकोनाचे संमुख कोन पूरक असतील तर तो चौकोन चक्रीय असतो.
  हये प्रमये् अप्रत्क्ष पद् धतीनये कसद् ध करतया ्येतये. तुमही प्र्तन करया.

वरील व्त्यासयावरून आपल्या असये लक्षयात ् येतये, की चौकोनयाचये संमुख कोन जर पूरक असतील तर त्या चौकोनयाचये 
पररवतु्णळ असतये.

प्रत्येक करिकोरयाचये एक पररवतु्णळ असतये, हये आपल्यालया मयाहीत आहये, परंतु प्रत्येक चौकयायेनयाचये पररवतु्णळ असतयेच 
असये नयाही, हये तुमही अनुभवया.

कोरती अट पूर्ण झयाली असतया चौकोनयाचये पररवतु्णळ असतये, महरजयेच चौकोनयाचये किरोकबंदू एकयाच वतु्णळयावर 
असतयात हये वरील प्रमये्यानये आपल्यालया समजतये. 

आरखी एकया वयेगळ्या पररद्सथितीत चयार नैकरयेषी् कबंदू चरिी् असतयात. हये पुढील प्रमये्यात सयांकगतलये आहये.
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प्रमेय	 ः	 रेषेचे दोन भिन्न भिंदू, तयया रेषेचयया एकयाच ियाजूलया असणयाऱयया दोन भिन्न भिंदूंशी एकरूप कोन भनश्चत करत  
  असतील, तर ते चयार भिंदू एकयाच वत्तुळयावर असतयात.

पक्ष	 ः	 बिंद	ूB	व	C	हे	रेषा	AD	च्ा	एकाच	िाजूला	 
	 	 आहेत.	ÐABD	@ ÐACD
सयाधय	 ः	 बिंदू	A,	B,	C,	D	एकाच	वत्तुळावर	आहेत.	 
	 	 (महणजेच	c ABCD	चक्री्	आहे.)	
	 	 ्ाची	देखील	अप्रत्क्ष	बिद्	धता	देता	्ेते.	

x
x

A

B
C

D
आकृती 3.50

L

N

35°

M

आकृती 3.51

भवचयार करूयया

वरील	प्रमे्	कोणत्ा	प्रमे्ाचा	व्त्ाि	आहे?

��� सोडवलेली उदयाहरणे ���
उदया. (1)		 आकृती	3.51	मध्े,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  Ð L = 35° तर	
	 	 (i)	m(कंि	MN)	=	बकती?
	 	 (ii)	m(किं	LN)	=	बकती?
उकल	 ः	 (i)	Ð L = 1

2
 m(किं	MN)	......	(अंतबलतुखखत	कोनाच	ेप्रमे्)

  \ 35 = 1

2
 m(कंि	MN)

  \ 2 ´ 35 = m(किं	MN)	=	70°
	 	 (ii)	m(किं	MLN)	=	360° - m(कंि	MN)	......	(कंिाच्ा	मापाची	व्ाख्ा)
	 	 	 	 	 		=	360°	-	70°	=	290°
	 	 आता,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ कंि	LM	@	कंि	LN
	 	 परंत्	m(कंि	LM)	+	m(कंि	LN)	=	m(कंि	MLN)	=	290°	.....	(कंिाच्ा	िेरजेचा	ग्णधमतु)

  m(कंि	LM)	=	m(किं	LN)	=	
290°

2
	=	145°

	 	 बकंवा,	(ii)	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ Ð M = Ð N	......	(िमद्	बवभ्ज	बरिकोणाच	ेप्रमे्)
  \ 2 Ð M	=	180° - 35°	=	145°

  \ Ð M = 
145°

2
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  \ m(कंस LN) = 2 ´ Ð M   .......... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

           = 2 ´ 145°
2

 

           = 145°

उदा. (2)  आकृ्ती 3.52 मध ष्े, जीवा PQ आत्ण जीवा RS एकमषेकींना त्बंदू T मध्षे छषेद्ता्त.

(i) जर Ð STQ = 58° आत्ण Ð PSR = 24°,  
 ्तर m(कंस SQ) काढा.

(ii) Ð STQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)]  

 हषे पड्ताळून पाहा.
(iii) जीवा PQ आत्ण जीवा RS ्ांमधील  
 कोनाचषे माप कोण्तषेही असलषे ्तरी 

   mÐSTQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] हषे त्सद ्ध करा.

   (iv) ्ा उदाहरणा्त त्सद् ध होणारा गुणधम्म शबदां्त त्लहा.

उकलः    (i) ÐSPQ = ÐSPT = 58° - 24° = 34° ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
  m(कंस QS) = 2 ÐSPQ = 2 ´ 34° = 68°

 (ii) m(कंस PR) = 2 ÐPSR = 2 ´ 24° = 48°
  आ्ता, 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] =  1

2
 [48 + 68]

               = 1

2
 ´ 116 = 58°

               = ÐSTQ

 (iii) ्ा गुणधमा्मच्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा चौकटी भरून ्ती पूण्म करा.
    ÐSTQ = ÐSPQ +  ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)

      =  1

2
 m(कंस SQ) +  ....... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

      = 1

2
 [  + ]

            (iv) व्तु्मळाच्ा   जीवा   एकमषेकींना   व्तु्मळाच्ा   अ्ंतभा्मगा्त   छषेद्त   अस्तील  ्तर   त्ा  जीवांमधील    
             कोनाचषे माप, त्ा कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस आत्ण त्ाच्ा त्वरुद् ध कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस, 
     ्ांच्ा मापांच्ा बषेरजषेच्ा त्नममषे अस्तषे.

आकृती 3.52

P

Q

TR

S
24°

58°
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उदा. (3)  व्तु्मळाच्ा जीवांना सामावणाऱ्ा रषेषा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त छषेद्त अस्तील ्तर त्ा रषेषांमधील कोनाचषे  
  माप, त्ा कोनानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसांच्ा मापांच्ा फरकाच्ा त्नममषे अस्तषे, हषे त्सद्ध करा.

पक् ः व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण जीवा CD  
  त्ा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त त्बंदू E मध्षे 
  छषेद्ता्त.

साधय ः ÐAEC= 1

2
[m(कंस AC)-m(कंस BD)]

रचना ः रषेख AD काढला.  

शसद् धता ः ्ा गुणधमा्मची त्सद ्ध्ता, वरील उदा. (2) मध्षे  
  त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषेप्रमाणषेच दषे्ता ्षे्तषे. त्ासाठी  
  D AED चषे कोन, त्ा त्रिकोणाचाबाह्यकोन  
  इत्ादी त्वचारा्त घ्ा आत्ण त्सद् ध्ता त्लहून काढा.

आकृती 3.53

E

A

B

C

D

(9) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.54 मध ष्े,

 (i) ÐAEC = 1

2
 [m(कंस AC) + m(कंस DB)] 

 (ii) ÐCEB= 1

2
 [m(कंस AD) + m(कंस CB)] 

आकृती 3.54

E

A

BC

D

हे लक्ात ठेवूया.

(1) व्तु्मळा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेल्ा कोनाचषे माप, त्ानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसाच्ा मापाच्ा त्नममषे अस्तषे.
(2) व्तु्मळाच्ा एकाच कंसा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेलषे कोन एकरूप अस्ता्त.
(3) अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेला कोन काटकोन अस्तो.
(4) चौकोनाचषे चारही त्शरोत्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्तील ्तर त्ा चौकोनाला चक्री् चौकोन महण्ता्त.
(5) चक्री् चौकोनाचषे संमुख कोन पूरक अस्ता्त.
(6) चक्री् चौकोनाचा बाह्यकोन त्ाच्ा संलग्न-संमुख कोनाशी एकरूप अस्तो.
(7) चौकोनाचषे संमुख कोन परसपरपूरक अस्तील ्तर ्तो चौकोन चक्री् अस्तो.
(8) रषेषषेचषे दोन त्भन्न त्बंदू, त्ा रषेषषेच्ा एकाच बाजूला असणाऱ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंशी एकरूप कोन त्नखशच्त कर्त  
 अस्तील, ्तर ्तषे चार त्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्ता्त.
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(10) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.55 मध ष्े,

          ÐBED = 1

2
 [m(कंस BD) - m(कंस AC)]

1. आकृ्ती 3.56 मध्षे, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 जीवा AB ची लांबी व्तु्मळाच्ा त्रिज्षेएवढी आहषे. 
 ्तर (1) ÐAOB (2) ÐACB (3) कंस AB  
 आत्ण (4) कंस ACB ्ांची मापषे काढा.

2. आकृ्ती 3.57 मध्षे, c PQRS हा चक्री् आहषे.
 बाजू PQ @ बाजू RQ. ÐPSR = 110°, ्तर 
 (1) ÐPQR = त्क्ती? 
 (2) m(कंस PQR) = त्क्ती? 
 (3) m(कंस QR) = त्क्ती?
 (4) ÐPRQ = त्क्ती?

3. चक्री् c MRPN मध ष्े, ÐR = (5x - 13)° आत्ण ÐN = (4x + 4)°, ्तर ÐR आत्ण ÐN ्ांची मापषे  
 ठरवा.

4. आकृ्ती 3.58 मध ष्े रषेख RS हा केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू T हा व्तु्मळाच्ा बाह्य- 
 भागा्तील त्बंदू आहषे. ्तर दाखवा, की ÐRTS हा  
 लघुकोन आहषे.

आकृती 3.56

E

A

B

C

D

A B

C

O

सरावसंच 3.4

आकृती 3.57

P

Q

R

S

5. कोण्ताही आ््त हा चक्री् चौकोन अस्तो हषे त्सद् ध करा.

O

T

R S

आकृती 3.58

आकृती 3.55
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6. आकृ्ती 3.59 मध ष्े, रषेख YZ आत्ण रषेख XT हषे   
 D WXY चषे त्शरोलंब त्बंदू P मध्षे छषेद्ता्त ्तर  
 त्सद् ध करा,
 (1) c WZPT हा चक्री् आहषे.
 (2) त्बंदू X, Z, T, Y एकाच व्तु्मळावर आहषे्त.

7. आक्ृती 3.60 मध ष्े m(कंस NS) = 125°, 
 m(कंस EF) = 37°, ्तर ÐNMS चषे माप काढा.

8. आक्ृती 3.61 मध्षे जीवा AC आत्ण जीवा DE  
 त्बंदू B मध ष्े छषेद्ता्त. जर ÐABE = 108°  
 आत्ण m(कंस AE) = 95° ्तर m(कंस DC)  
 काढा.

जाणून घेऊया.

कृती ः
एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आक्ृती 3.62 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे ्ा व्तु्मळाची रषेख AC ही एक जीवा 

आकृती 3.59

आकृती 3.60

आकृती 3.61

E

FM

N

S

EA

B

CD

P

W

Y

Z

T

X

काढा. व्तु्मळावर B हा कोण्ताही त्बंदू घ्ा. ÐABC 
हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन काढा. ÐABC चषे माप मोजा व 
नोंदवून ठषेवा.

आ्ता, आक्ृती 3.63 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे 
त्ाच व्तु्मळाची रषेषा CD ही सपत्श्मका काढा. ÐACD 
चषे माप मोजा.

आकृती 3.62
A

B

C

आकृती 3.63

A

B

C

D
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पक् ः Ð ABC चा त्शरोत्बंदू केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळावर आहषे. त्ाची भुजा BC व्तु्मळाला सपश्म कर्तषे आत्ण  
  भुजा BA व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केला आहषे.

साधय ः Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

शसद् धता ः ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता, ्तीन शक््ता त्वचारा्त घषेऊन द्ावी लागषेल.
 (1) आकृ्ती 3.64 (i) प्रमाणषे व्तु्मळकेंद्र M हषे Ð ABC च्ा एका भुजषेवर असल्ास,
  Ð ABC = Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्).....(I)
  कंस ADB हषे अध्मव्तु्मळ आहषे.
 \ m(कंस ADB) = 180° ..... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा).....(II)
  (I) व (II) वरून
  Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

 (2) आकृ्ती 3.64 (ii) प्रमाणषे केंद्र M हषे Ð ABC च्ा बाह्यभागा्त असल्ास, 
  त्रिज्ा MA आत्ण त्रिज्ा  MB काढू.
  आ्ता, Ð MBA = Ð MAB ..... (समद ्त्वभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
  ्तसषेच, Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्) ..... (I)
  

आकृती 3.64

आकृती 3.64(i)

M M M
F

E

A

A A

B B BC C C

D D
D

x
y

x

   (i) (ii) (iii)

M

A

B C
D

ÐACD चषे माप, ÐABC च्ा मापाएवढषेच आहषे. असषे ्तुमहांला आढळषेल.
ÐABC = 1

2
 m(कंस AC) हषे ्तुमहांला माही्त आहषे.

्ावरून  ÐACD चषे माप सुद् धा (कंस AC) च्ा मापाच्ा त्नममषे आहषे हा त्नषकष्म त्मळ्तो.
व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा हाही एक महत्वाचा गुणधम्म आहषे. ्तो आपण आ्ता त्सद् ध करू.

सपशि्मका-छेशदका कोनाचे प्रमेय (Theorem of angle between tangent and secant)

प्रमेय ः शिरोशबंदू वतु्मळावर असलेलया कोनाची एक भुजा वतु्मळाची सपशि्मका असेल आशण दुसरी भुजा  
   वतु्मळाला आणखी एका शबंदूत छेदत असेल, तर तया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया  
   मापाचया शनममे असते.
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  Ð MBA = Ð MAB = x, Ð ABC = y मानू.
  Ð AMB = 180 - (x + x) = 180 - 2x
  Ð MBC = Ð MBA + Ð ABC = x + y 
 \ x + y = 90°   \ 2x + 2y = 180°
  D AMB मध्षे 2x + Ð AMB = 180°
           \ 2x + 2y = 2x + Ð AMB
         \ 2y  = Ð AMB

         \ y   = Ð ABC = 1

2
Ð AMB = 1

2
 m(कंस ADB)

 (3) त््तसऱ्ा शक््तषेबाब्त खाली त्दलषेली त्सद् ध्ता आक्ृती 3.64 (iii) च्ा आधारषे, ्तुमही पूण्म करा.
  त्करण  हा त्करण BC चा त्वरुद् ध त्करण काढला.

  आ्ता, ÐABE = 1

2
 m( ) ...... (2) मध ष्े त्सद् ध.

    180 -  = ÐABE ..... (रषेषी् जोडी्तील कोन)

 \ 180 -  =  1

2
 m(कंस AFB) 

     =  1

2
 [360 - m( )]

 \ 180 - ÐABC = 180 - 1

2
 m(कंस ADB)

 \ -ÐABC = - 1

2
 m( )

 \ ÐABC = 1

2
 m(कंस ADB)

सपशि्मका - छेशदका कोनाचया प्रमेयाचे पया्मयी शवधान

आकृती 3.64(iii)

आकृती 3.64(ii)

M
A

B C
Dx

y

x

M
F

E

A

B C

D

आकृ्ती्त AB ही वृत्तछषेत्दका आत्ण BC सपत्श्मका 
आहषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला 
कंस आहषे. जीवा AB व्तु्मळाचषे दोन कंसा्ंत त्वभाजन 
कर्तषे. दोनही कंस परसपरांचषे त्वरुद् ध कंस अस्ता्त. 
आ्ता कंस ADB च्ा त्वरुद् ध कंसावर T त्बंदू घषे्तला. 
वरील प्रमषे्ावरून,

Ð ABC = 1

2
 m (कंस ADB) = Ð ATB. 

\ वतु्मळाची सपशि्मका व सपि्मशबंदूतून काढलेली जीवा यांतील कोन तया कोनाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया 
शवरुद ्ध कंसात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाएवढा असतो.

आकृती 3.65

A

B C

D

T
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P

Q

U

T

O

R

S

पक्ष ः िेंद्र P असलयेल्ा ितुभाळाच्ा जीिा AB  
  आकण जीिा CD, ितुभाळाच्ा अंतभाभागात  
  किंदू E मध्ये छयेदतात.
िाध्य ः AE ´ EB = CE ´ ED
रचना ः रयेख AC आकण रयेख DB िाढलये.
सिद ्धता ः D CAE आकण D BDE मध्ये,
  Ð AEC @ Ð DEB  ..... (किरुद् ध िोन)
  Ð CAE @ Ð BDE  ..... (एिाच ितुभाळिंसात अंतकलभाखखत िोन)
 \ D CAE ~ D BDE  ..... (िो- िो समरूपता िसोटी)

 \ AE

DE
=

CE

BE
  ..... (समरूप करििोणांच्ा संगत भुजा)

 \ AE ´ EB = CE ´ ED

P

E

A

B
C

D

आकृती 3.67

आकृती 3.66

सिचार करू्या.

आिृती 3.67 मध्ये रयेख AC आकण रयेख DB िाढून आपण प्रमये् कसद ्ध िेलये. त्ाऐिजी रयेख AD आकण  
रयेख CB िाढून हये प्रमये् कसद् ध िरता ्येईल िा?

सपस्शिका-छेसदका कोनांच्या प्रमे्याचा व्यत्याि
ितुभाळाच्ा जीियेच्ा एिा अंत्किंदूतून जाणारी एि रयेषा िाढली असता, त्ा रयेषयेनये त्ा जीियेशी िेलयेल्ा िोनाचये 

माप त्ा िोनानये अंतखखंकडत िेलयेल्ा िंसाच्ा मापाच्ा कनममये असयेल, तर ती रयेषा त्ा ितुभाळाची सपकशभािा असतये.
आिृती 3.66 मध्ये, 

जर Ð PQR = 1

2
 m(िंस PSQ) असयेल, 

[किंिा Ð PQT = 1

2
 m(िंस PUQ) असयेल,]

तर रयेषा TR ही ितुभाळाची सपकशभािा असतये. ्ा व्त्ास प्रमये्ाचा उप्ोग, ितुभाळाला सपकशभािा िाढण्ाच्ा एिा 
रचनयेसाठी होतो. ्ा प्रमये्ाची अप्रत्क्ष कसद् धता दयेता ्येतये.

जीिांच्या अंतछछेदनाचे प्रमे्य (Theorem of internal division of chords)

एिाच ितुभाळाच्ा दोन जीिा जयेवहा ितुभाळाच्ा अंतभाभागात छयेदतात, तयेवहा एिा जीियेच्ा झालयेल्ा दोन भागांच्ा 
लांिींचा गुणािार हा दुसऱ्ा जीियेच्ा दोन भागांच्ा लांिींच्ा गुणािाराएिढा असतो.
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अशधक माशहतीसाठी
आकृ्ती 3.67 मधील AB ्ा जीवषेचषे त्बंदू E मुळषे AE आत्ण EB हषे दोन भाग झालषे आहषे्त.  

रषेख AE आत्ण रषेख EB ्ा लग्तच्ा बाजू असणारा आ््त काढला, ्तर AE ´ EB हषे त्ा आ््ताचषे 
क्षेरिफळ असषेल. ्तसषेच CE ´ ED हषे जीवा CD च्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताचषे क्षेरिफळ असषेल.  
आपण AE ´ EB = CE ´ ED हषे त्सद् ध केलषे. 

महणून हषे प्रमषे् वषेगळ्ा शबदां्त पुढीलप्रमाणषेही मांड्ता्त. 
एकाच व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्त छषेद्त अस्तील, ्तर एका जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा 

आ््ताचषे क्षेरिफळ हषे दुसऱ्ा जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताच्ा क्षेरिफळाएवढषे अस्तषे.

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान व आकृ्तीच्ा आधारषे पक् व साध्  
्तुमही ठरवा.
रचना ः रषेख AD आत्ण रषेख BC काढलषे.
  ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.

शसद् धता ः D ADE आत्ण D CBE मध्षे,
  Ð AED @   .......... (सामाईक कोन)
  Ð DAE @ Ð BCE .......... ( )
 \D ADE ~  .......... ( )

 \ (AE)  =  .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \  = CE ´ ED

आकृती 3.68

E

A
B

C

D

जीवांचया बाह्यछेदनाचे प्रमेय (Theorem of external division of chords)

एकाच व्तु्मळाच्ा AB आत्ण CD ्ा जीवांना सामावणाऱ्ा वृत्तछषेत्दका परसपरांना व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील 
त्बंदू E मध्षे छषेद्त अस्तील, ्तर AE ´ EB = CE ´ ED.
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(1) आक्ृती 3.70 नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा अं्तछचेदनाचषे प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.69

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान लक्ा्त घषेऊन पक् आत्ण साध् ठरवा.
रचना ः रषेख TA आत्ण रषेख TB काढलषे.
शसद् धता ः D EAT आत्ण D ETB मध्षे,
  Ð AET @ Ð TEB .... (समाईक कोन)
  Ð ETA @ Ð EBT.. (सपत्श्मका-छषेत्दका प्रमषे्)
 \ D EAT ~ D ETB ..... (को-को समरूप्ता)

 \ ET

EB
=

EA

ET
 ..... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \ EA ´ EB = ET2

(2) आक्ृती 3.71  नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा बाह्यछषेदनाचषे प्रमषे्  
 महण्ता्त.

(3) आक्ृती 3.72  नुसार,
 EA ´ EB = ET2

 ्ा गुणधमा्मला सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडांचषे 
 प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.70

आकृती 3.71

आकृती 3.72

B

C D E

A

E

A

B

C

D

E
A

B

T

A

B

E

T

हे लक्ात ठेवूया.

सपशि्मका छेशदका रेषाखंडांचे प्रमेय (Tangent secant segments theorem)
व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील E ह्या त्बंदू्तून काढलषेली वृत्तछषेत्दका व्तु्मळाला त्बंदू A व B मध्षे छषेद्त असषेल 

आत्ण त्ाच त्बंदू्तून जाणारी सपत्श्मका व्तु्मळाला त्बंदू T मध ष्े सपश्म कर्त असषेल, ्तर EA ´ EB = ET2
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 3.73 मध्षे, रषेख PS हा सपत्श्मकाखंड आहषे. रषेषा PR  
  ही वृत्तछषेत्दका आहषे. 
  जर PQ = 3.6, 
  QR = 6.4 ्तर PS काढा. 

उकल ः PS2 = PQ ´ PR .... (सपत्श्मका छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्)
   = PQ ´ (PQ + QR)
   = 3.6 ´ [3.6 + 6.4]
   = 3.6 ´ 10
   = 36
 \PS = 6

  आक्ृती 3.74 मध ष्े, जीवा MN आत्ण  
  जीवा RS परसपरांना त्बंदू P मध ष्े छषेद्ता्त.
  जर PR = 6, PS = 4, MN = 11
  ्तर PN काढा.

उकल ः जीवांच्ा अं्तछचेदनाच्ा प्रमषे्ावरून,
  PN ́  PM = PR ́  PS... (I)
  PN = x मानू. \PM = 11 - x
  ्ा त्कम्ती (I) मध ष्े मांडून,
  x (11 - x) = 6 ´ 4
 \ 11x - x2 - 24 = 0
 \  x2 - 11x + 24 = 0
 \ (x - 3) (x - 8) = 0
 \ x - 3 = 0 त्कंवा x - 8 = 0
 \ x = 3 त्कंवा x = 8
 \ PN = 3 त्कंवा PN = 8

आकृती 3.73

आकृती 3.74

P

Q

R

S

उदा. (2)  

S

M

P

N

R
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उदा. (3)  आकृ्ती 3.75 मध्षे, दोन व्तु्मळषे एकमषेकांना  
  त्बंदू X व Y मध ष्े छषेद्ता्त. रषेषा XY वरील  
  त्बंदू  M मधून काढलषेल्ा सपत्श्मका त्ा 
  व्तु्मळांना त्बंदू P व Q मध्षे सपश्म कर्ता्त. 
  ्तर त्सद् ध करा, रषेख PM @ रषेख QM.

शसद् धता ः ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता त्लहा.
  रषेषा MX ही दोनही व्तु्मळांची सामाईक ........ आहषे.
 \PM2 = MY ́  MX ..... (I)
  ्तसषेच ....... = ....... ́  ....... , (सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्) ..... (II)
 \(I) व (II) वरून ...... = QM2

 \ PM =QM
  रषेख PM @ रषेख QM

आक्ृती 3.76 मध ष्े, रषेख PQ हा केंद्र O असलषेल्ा 
व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू R हा व्तु्मळावरील कोण्ताही 
त्बंदू आहषे. 
रषेख RS ^ रषेख PQ. 
्तर त्सद् ध करा - SR हा PS आत्ण 
SQ ्ांचा भतू्म्तीमध् आहषे.
[महणजषेच SR2 = PS ´ SQ]

आकृती 3.75

P QY
M

X

आकृती 3.76

उदा. (4)  

P

Q

T O

R

S

उकल ः पुढषे त्दलषेल्ा पा्ऱ्ांनी त्सद् ध्ता त्लहा.
  (1) त्करण RS काढा. ्तो व्तु्मळाला ज्ा त्बदं्ूत छषेदषेल त्ा त्बंदूला T हषे नाव द्ा.
  (2) RS = TS दाखवा.
  (3)जीवांच्ा अं्तछचेदनाचषे प्रमषे् वापरून समान्ता त्लहा.
  (4) RS = TS वापरून साध् त्सद ्ध करा.

शवचार करूया.

(1) वरील आकृ्ती 3.76 मध्षे रषेख PR आत्ण रषेख RQ काढल्ास D PRQ कोणत्ा प्रकारचा होईल?
(2) वरील उदा. (4) मध्षे त्सद् ध केलषेला गुणधम्म ्ाआधीही वषेगळ्ा री्तीनषे त्सद ्ध केला आहषे का?
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सरावसंच 3.5  
1. आकृ्ती 3.77 मध्षे, त्बंदू Q हा सपश्मत्बंदू आहषे. 
 जर PQ = 12, PR = 8, 
 ्तर PS = त्क्ती? RS = त्क्ती?

2. आकृ्ती 3.78 मध ष्े, जीवा MN आत्ण RS 
 एकमषेकींना त्बंदू D मध ष्े छषेद्ता्त.
 (1) जर RD = 15, DS = 4,
     MD = 8 ्तर DN = त्क्ती?
 (2) जर RS = 18, MD = 9,
     DN = 8 ्तर DS = त्क्ती?

3. आकृ्ती 3.79 मध्षे, त्बंदू B हा सपश्मत्बंदू  
 आत्ण त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आहषे. 
 रषेख OE ^ रषेषा AD,  AB = 12, 
 AC = 8, ्तर  (1) AD (2) DC 
 आत्ण (3) DE काढा. 

4. आकृ्ती 3.80 मध ष्े, जर PQ = 6, 
 QR = 10, PS = 8 
 ्तर TS = त्क्ती ?

5. आकृ्ती 3.81 मध ष्े, रषेख EF हा व्ास आत्ण  
 रषेख DF हा सपत्श्मकाखंड आहषे. व्तु्मळाची  
 त्रिज्ा r आहषे. ्तर त्सद् ध करा -
 DE ´ GE = 4r2

E

O A

B

C
D

आकृती 3.80

P

Q

R

S

आकृती 3.81

M

ND

R

S

P

Q

T

R

S

H

G

FE

D

आकृती 3.77

आकृती 3.78

आकृती 3.79
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. पुढील प्रत्षेक उपप्रशनासाठी चार प्ा्म्ी उत्तरषे त्दली आहषे्त. त्ांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी आत्ण 3.3 सषेमी असलषेली दोन व्तु्मळषे परसपरांना सपश्म कर्ता्त. त्ांच्ा  
   केंद्रा्तील अं्तर त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 4.4  (B) 8.8  (C) 2.2  (D) 8.8 त्कंवा 2.2
 (2) परसपरांना छषेदणाऱ्ा दोन व्तु्मळांपैकी प्रत्षेक व्तु्मळ दुसऱ्ा व्तु्मळाच्ा केंद्रा्तून जा्तषे. जर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
   अं्तर 12 सषेमी असषेल, ्तर प्रत ष्ेक व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 6  (B) 12  (C) 24  (D) सांग्ता ्षेणार नाही
 (3) ‘एक व्तु्मळ एका समा्ंतरभुज चौकोनाच्ा सव्म बाजूंना सपश्म कर्तषे, ्तर ्तो समां्तरभुज चौकोन ...........  
   असला पात्हजषे’, ्ा त्वधाना्तील ररकाम्ा जागी ्ोग् शबद त्लहा.
   (A) आ््त   (B) समभुज चौकोन (C) चौरस       (D) समलंब चौकोन 
 (4) एका व्तु्मळाच्ा केंद्रापासून 12.5 सषेमी अ्ंतरावरील एका त्बंदू्तून त्ा व्तु्मळाला काढलषेल्ा  
   सपत्श्मकाखंडाची लांबी 12 सषेमी आहषे. ्तर त्ा व्तु्मळाचा व्ास त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 25  (B) 24  (C) 7  (D) 14
 (5) एकमषेकांना बाहषेरून सपश्म करणाऱ्ा दोन व्तु्मळांना जास्ती्त जास्त त्क्ती सामाईक सपत्श्मका काढ्ता  
   ्षे्तील? 
   (A) एक  (B) दोन  (C) ्तीन  (D) चार
 (6) केंद्र O असलषेल्ा  व्तु्मळाच्ा कंस ACB मध्षे ÐACB अं्तत्ल्मखख्त केला आहषे. जर mÐACB = 65°
   ्तर m(कंस ACB) = त्क्ती?
   (A) 65°  (B) 130°  (C) 295°  (D) 230° 
 (7) एका व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण CD परसपरांना व्तु्मळाच्ा अ्ंतभा्मगा्त त्बंदू E मध ष्े छषेद्ता्त. जर  
   (AE) = 5.6, (EB) = 10, (CE) = 8 ्तर (ED) = त्क्ती?
   (A) 7  (B) 8  (C) 11.2  (D) 9
 (8) चक्री् c ABCD मध्षे, कोन Ð A च्ा मापाची दुपपट ही ÐC च्ा मापाच्ा त््तपपटी एवढी आहषे.  
   ्तर ÐC चषे माप त्क्ती?
   (A) 36  (B) 72 (C) 90  (D) 108
 (9)« एकाच व्तु्मळावर त्बंदू A, B, C असषे आहषे्त, की m(कंस AB) = m(कंस BC) = 120°, दोनही कंसा्त  
    B त्शवा् एकही त्बंदू सामाईक नाही. ्तर D ABC कोणत्ा प्रकारचा आहषे?
   (A) समभुज त्रिकोण  (B) त्वषमभुज त्रिकोण  
   (C) काटकोन त्रिकोण (D) समद ्त्वभुज त्रिकोण
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2. त्बंदू O केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l त्बंदू P मध्षे  
 सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळाची त्रिज्ा 9 सषेमी असषेल, ्तर  
 खालील प्रशनांची उत्तरषे त्लहा.
 (1)  d(O, P) = त्क्ती? का?
 (2) जर d(O, Q) = 8 सषेमी असषेल. ्तर त्बंदू Q  
   चषे सथान कोठषे असषेल?
 (3) d(O,R)=15 सषेमी असषेल ्तर त्बंदू R 
   ची त्क्ती सथानषे रषेषा l वर अस्तील? ्तषे त्बंदू 
P      P         त्क्ती अ्ंतरावर अस्तील?
              

 (10) रषेख XZ व्ास असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्त Y हा एक त्बंदू आहषे. ्तर खालीलपैकी त्क्ती त्वधानषे  
   सत् आहषे्त ?
   (i) ÐXYZ हा लघुकोन असणषे शक् नाही.
   (ii) ÐXYZ हा काटकोन असणषे शक् नाही.
   (iii) ÐXYZ हा त्वशालकोन आहषे.
   (iv) ÐXYZ च्ा मापासंबंधी त्नखशच्त त्वधान कर्ता ्षेणार नाही.
   (A) फक्त एक (B) फक्त दोन (C) फक्त ्तीन (D) सव्म

3. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, त्बंदू M व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख KL हा सपत्श्मकाखंड आहषे. 
 जर MK = 12, KL = 6 3  ्तर
 (1) व्तु्मळाची त्रिज्ा काढा.
 (2) ÐK आत्ण ÐM ्ांची मापषे ठरवा.

4. आकृ्ती 3.84 मध्षे, त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख AB व रषेख AC हषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त. जर  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा r असषेल आत्ण l(AB) = r  
 असषेल, ्तर c ABOC हा चौरस हो्तो, हषे  
 दाखवा.
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आकृती 3.83

आकृती 3.84
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5. आिृती 3.85 मध्ये, समांतरभुज c ABCD  
 हा िेंद्र T असलयेल्ा ितुभाळाभोिती पररकलखखत  
 िेला आहये. (महणजये त्ा चौिोनाच्ा िाजू  
 ितुभाळाला सपशभा िरतात.) किंदू E, F, G आकण H  
 हये सपशभाकिंदू आहयेत. जर AE = 4.5 आकण  
 EB = 5.5, तर AD िाढा.

6. आिृती 3.86 मध्ये, िेंद्र N असलयेलये ितुभाळ िेंद्र  
 M असणाऱ्ा ितुभाळाला किंदू T मध्ये सपशभा िरतये.  
 मोठ्ा ितुभाळाची करिज्ा लहान ितुभाळाला किंदू S  
 मध्ये सपशभा िरतये. जर मोठ्ा ि लहान ितुभाळांच्ा  
 करिज्ा अनुक्रमये 9 सयेमी ि 2.5 सयेमी असतील तर  
 खालील प्रशनाचंी उततरये शोधा आकण त्ांिरून  
 MS ः SR हये गुणोततर िाढा.
 (1) MT = किती? (2) MN = किती? 
 (3) ÐNSM = किती?

7. सोितच्ा आिृतीत, िेंद्र X आकण Y असलयेली  
 ितुभाळये परसपरांना किंदू Z मध्ये सपशभा िरतात.  
 किंदू Z मधून जाणारी िृततछयेकदिा त्ा ितुभाळांना  
 अनुक्रमये किंदू  A ि किंदू B मध्ये छयेदतये.  
 तर कसद् ध िरा, करिज्ा XA || करिज्ा YB.  
 खाली कदलयेल्ा कसद् धतयेतील ररिाम्ा जागा भरून  
 पूणभा कसद ्धता कलहून िाढा. 
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रचना  ः रयेख XZ आकण .......... िाढलये.
सिद् धता ः सपशभाितुभाळांच्ा प्रमये्ानुसार, किंदू X, Z, Y हये .......... आहयेत.
   \ Ð XZA @ .......... किरुद् ध िोन
   Ð XZA = Ð BZY = a मानू ..... (I)
   आता, रयेख XA @ रयेख XZ  .......... (..........)
   \ Ð XAZ = .......... = a  .......... (समद ्किभुज करििोणाचये प्रमये्) (II)
   तसयेच रयेख YB @ ..........  .......... (..........)
   \ Ð BZY = .......... = a  .......... (..........) (III)
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A B
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   \(I), (II) व (III) वरून,
   Ð XAZ = ..........
   \त्रिज्ा XA || त्रिज्ा YB .......... (..........)

X
Y

A

B

Z

P

Q

O

l

R S

P Q

A

B
C

T
आकृती 3.90

आकृती 3.89

आकृती 3.88

8. आक्ृती 3.88 मध ष्े, केंद्र X व Y असणारी  
 अ्ंतसप्मशशी व्तु्मळषे त्बंदू Z मध ष्े सपश्म कर्ता्त.  
 रषेख BZ ही मोठ्ा व्तु्मळाची जीवा लहान  
 व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख AX || रषेख BY.

9. शषेजारील आकृ्ती्त, रषेषा l ही केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाला त्बंदू P मध ष्े सपश्म कर्तषे. त्बंदू Q हा  
 त्रिज्ा OP चा मध्त्बंदू आहषे. त्बंदू Q ला  
 सामावणारी जीवा RS || रषेषा l.
 जर RS 12 सषेमी असषेल, ्तर व्तु्मळाची त्रिज्ा  
 काढा.

10«. आकृ्ती 3.90 मध्षे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचा  
 रषेख AB हा व्ास आहषे. व्तु्मळाची सपत्श्मका PQ  
 व्तु्मळाला त्बंदू T मध्षे सपश्म कर्तषे. 
 रषेख AP ̂  रषेषा PQ आत्ण रषेख BQ ̂  रषेषा PQ.
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख CP @ रषेख CQ.

11«. प्रत्षेकी 3 सषेमी त्रिज्षेची, केंद्र A, B व C असणारी ्तीन व्तु्मळषे अशी काढा, की प्रत्षेक व्तु्मळ इ्तर दोन  
 व्तु्मळांना सपश्म करषेल.
12«. व्तु्मळाचषे कोण्तषेही ्तीन त्बंदू एकरषेषी् नस्ता्त, हषे त्सद ्ध करा.
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13. आकृ्ती 3.91 मध्षे रषेषा PR व्तु्मळाला  
 त्बंदू Q मध ष्े सपश्म कर्तषे. ्ा आक्ृतीच्ा आधारषे  
 खालील प्रशनांची उत्तरषे त्लहा. 
 (1) Ð TAQ आत्ण  Ð TSQ ् ांच्ा मापांची  
   बषेरीज त्क्ती?
 (2) Ð AQP शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे ?
 (3) Ð QTS शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे?

14. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाच्ा रषेख PQ आत्ण रषेख RS ्ा एकरूप  
 जीवा आहषे्त. जर Ð POR = 70° आत्ण 
 m(कंस RS) = 80°, ्तर -
 (1) m(कंस PR) त्क्ती?
 (2) m(कंस QS) त्क्ती?
 (3) m(कंस QSR) त्क्ती?

W

T
Z

X

Y

आकृती 3.92

आकृती 3.93

P

Q

A

T

R

S

P

Q

O

R

S

आकृती 3.91

 (4) जर ÐTAS = 65°, ्तर ÐTQS आत्ण कंस TS ्ांची मापषे सांगा.
 (5) जर ÐAQP = 42° आत्ण ÐSQR = 58°, ्तर ÐATS चषे माप काढा.

15. आक्ृती 3.93 मध्षे, m(कंस WY) = 44°,  
 m(कंस ZX) = 68°, ्तर 
 (1) ÐZTX चषे माप ठरवा.
 (2) WT = 4.8, TX = 8.0, 
   YT = 6.4 ्तर TZ = त्क्ती?
 (3) WX = 25, YT = 8, 
   YZ = 26, ्तर WT = त्क्ती?.
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16. आकृ्ती 3.94 मध्षे, 
 (1) m(कंस CE) = 54°, 
  m(कंस BD) = 23°, ्तर ÐCAE = त्क्ती?
 (2) AB = 4.2, BC = 5.4, 
  AE = 12.0 ्तर AD = त्क्ती?
 (3) AB = 3.6, AC = 9.0, 
   AD = 5.4 ्तर AE = त्क्ती?

18. शषेजारच्ा आक्ृती्त त्बंदू P हा सपश्मत्बंदू आहषे.
 (1) m(कंस PR) = 140, 
   Ð POR = 36° ्तर
   m(कंस PQ) = त्क्ती?
 (2) OP = 7.2, OQ = 3.2, 
   OR = त्क्ती? QR = त्क्ती?
 (3) OP = 7.2, OR = 16.2, ्तर
   QR = त्क्ती?
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आकृती 3.94

17. शषेजारी त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, जीवा EF || जीवा GH. ्तर त्सद ्ध करा, जीवा EG @ जीवा FH .
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरा आत्ण त्सद ्ध्ता त्लहा.
त्सद ्ध्ता ः  रषेख GF काढला.
   Ð EFG = Ð FGH .......... (I)
   Ð EFG =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (II)
   Ð FGH =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (III)
   \ m (कंस EG) =  [(I), (II) व (III) वरून]
   जीवा EG @ जीवा FH ..........( )

19. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र C असलषेषेलषे व्तु्मळ  
 केंद्र  D असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू E मध्षे आ्तून  
 सपश्म कर्तषे. त्बंदू D हा आ्तील व्तु्मळावर आहषे.  
 बाहषेरील व्तु्मळाची जीवा EB ही आ्तील व्तु्मळाला  
 त्बंदू A मध ष्े छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा, की रषेख EA @ रषेख AB.
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20. आकृ्ती 3.98 मध्षे, रषेख AB हा केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे. अं्तत्ल्मखख्त  
 कोन ACB चा दुभाजक व्तु्मळाला त्बंदू D मध्षे छषेद्तो. 
 ्तर रषेख AD @ रषेख BD हषे त्सद् ध करा.
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून  
 ्ती पूण्म करा आत्ण त्लहा.

21. सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेख MN ही केंद्र O  
 असलषेषेल्ा व्तु्मळा्तील जीवा आहषे. 
 MN = 25, जीवा MN वर त्बंदू L असा आहषे  
 की ML = 9 आत्ण d(O,L) = 5 ्तर ्ा  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती असषेल?

OA B

C

D

त्सद् ध्ता ः रषेख OD काढला.
   Ð ACB =  (अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त कोन)
   Ð DCB =   (रषेख CD हा Ð C चा दुभाजक)
   m(कंस DB) =  (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)
   Ð DOB =  (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) (I)
   रषेख OA @ रषेख OB ..........  (II)
   \ रषेषा OD ही रषेख AB ची  रषेषा आहषे. (I) व (II) वरून
    \ रषेख AD @ रषेख BD

आकृती 3.99
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22«. आकृ्ती 3.100 मध ष्े दोन व्तु्मळषे परसपरांना  
 त्बंदू S  व R मध ष्े छषेद्ता्त. त्ाचंी रषेषा PQ ही  
 सामाईक सपत्श्मका त्ांना त्बंदू P व Q मध ष्े सपश्म  
 कर्तषे, ्तर त्सद् ध करा - 
 Ð PRQ + Ð PSQ = 180°   

आकृती 3.100
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23«.	आकृती	 3.101	 मध्ये,	 दोन	 वत्तुळये	 एकमयेकांना	 
बिंद	ूM	व	N	मध्ये	छयेदतात.	बिंद	ूM	व	N	मधून	 
काढलयेल्ा	वृततछयेबदका	बिंद	ूR	व	S	मध्ये,	आबि	 
बिंद	ूP	व	Q	मध्ये	छयेदतात.	तर	रयेख	PR	|| रयेख	QS, 
हये	बिद्	ध	करा.

24«.	दोन	वत्तुळये	परसपरांना	बिंदू	A	व	E	मध्ये	छयेदतात. 
बिंद	ू E	 मधून	 काढलयेली	 त्ांची	 िामाईक	 
वृततछयेबदका	वत्तुळांना	 बिंदू	B	व	D	मध्ये	छयेदतये.	 
बिंदू	B	व	D	मधून	काढलयेल्ा	सपब्तुका	एकमयेकींना	 
बिंदू	C	मध्ये	छयेदतात.	
बिद्	ध	करा	ः	c ABCD	चक्री्	आहये.

आकृती 3.101
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25«. D ABC	मध्ये,	रयेख	AD	^	िाजू	BC,	
रयेख	BE	^	िाजू	AC,	रयेख	CF	^	िाजू	AB.	 
बिंद	ूO	हा	 ब्रोलंििंपात	आहये.	तर	 बिंदू	O	हा	 
D	DEF	चा	अंतमतुध्	होतो,	हये	बिद्	ध	करा.
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